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| SUR
LES CONDITIONS D’INTEGRABILITE DES FONCTIONS
DIFFERENTIELLES

PAR

A. Stovanorr (Sofia).

ProBLEME. — Etant donnée une «fonction différentielle »
b)
d’ordre n
?

- ’ )
Fol s Ua ¥ o s y(")

’

déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’elle soit
la dérivée exacte d’une fonction différentielle, d’ordre (n — 1),

Oz, y,y, e ")

et déterminer celle-ci 1.

Ce probléme a été traité par plusieurs mathématiciens, parmi
lesquels il faut citer Euler, Gondorcet, Lexell, Lagrange, Poisson,
Sarrus, Joachimsthal, Raabe, J. Bertrand. C’est Euler qui
le premier a montré que la condition nécessaire et suffisante est

vV F =0,

n n

en désignant pour abréger par \/, ¢ I'opérateur suivant 2

n

vncP = 2 ('— 1)k Dk(AkﬂD) .

k=0
i dkFy
1 y est considéré comme fonction de x; y(®) = —
dx
2 Nous avons posé
k
ap=-0 | a=& 0 a2 pk = L

oy®) 0y s dxF
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On arrive facilement & cette solution, par le calcul des varia-
tions, en exprimant que I'intégrale

ne dépend pas de la forme de la fonction y(x).

Malgré son élégance, cette méthode se préte mal & la détermi-
nation effective de la fonction @, ,. Dans un mémoire paru dans |
le Journal de math. pures et appliquées, t. 14, J. Bertrand a donné
une méthode trés commode pour le calcul de ®,_,. Pour mieux
comprendre cette méthode, nous allons traiter un cas particulier.

Soit

Fo= 22 4+ y* 4+ 22y — 1)y + zy” + «%y"" .

En remarquant que

1
-

xzym — D(ny//) ___ Qxy
F; peut se mettre sous la forme
F, = D(2%y") + F, avec F, = 22 + y* + (22y — 1)y’ — ay" .

On a de méme

l

F, D(— xy’) + F, avec F, = 2z + y? + 2zyy’ ,
F, = D(xzy? + F, avec F, = 2z = D(2?) .

1

Par conséquent,
F3 — D(ny” . xy/ + xyz + x?) — D(I)z .

Dans l'introduction de son mémoire, Bertrand écrit: « Ma
méthode différe notablement de celle d’Euler et il faudrait des
calculs compliqués pour vérifier directement leur concordance... »

Nous nous proposons de montrer qu'on peut par des calculs
trés simples et élémentaires arriver a la condition d’Euler, tout en
suivant la méthode de Bertrand.

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction différentielle, d’ordre n,

]4"& (.23 v, y’, o y(n))
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soit la dérivée exacte d’une certaine fonction différentielle,
d’ordre (n — 1),

O,y (2, g,y e ")

est que I’expression
n

V,F, = 3 (—1)D*(a,F,) = 5, F, — D(AF,) + DA, F,)
k=0

— .+ (= 1)"DYA,F)
soit identiquement nulle.

A. Nous allons démontrer que si le théoréme est vrai pour
les fonctions d’ordre n, il le sera également pour celles d’ordre

(n 4+ 1).

§ 1. Onremarque immédiatement que I, ., est nécessairement
de la forme
Al —_ +]
P11—!‘1 — Pn + Qny(n ) ’

P, et Q, étant des fonctions différentielles d’ordre n.

§ 2. Désignons par fn la fonction, d’ordre n,
Sy

AF, =Q, ce qui est égal & A

n

On a

F

n+1"n+41 -

Comme on a

n—I1

DF'Z = AFIL + 2 Ak }—?—Il ) y(k+1) + Qny(n—*—l) ’
k=0

on voit immédiatement que
F11+1 - DFn + Fn ?

F, désignant la fonction d’ordre n suivante

n—I1
F, =P, —AF, — AT, 4

n
k=0
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§ 3. Galculons V/, F, . On al

N 2 T o e k\k T
Pu =V, 1 n-+1 = vn(])l n) =V Fn+1 _ AO(DI n) - 2 ('— 1) D (AkDP/z)

n n
k=1
) -1 R T 10
- vnb/hf—l A h + Z - ‘ D (I)Ak I<n + Ak—l]‘n)

, et A T
- vn l<n—{—l -+ (_ 1)” D" (Anln)

— ) vy 1 n - 5
- vlllll+1 + ('—’ ])’ﬁ D* (An—lr’llu—i—l) — v11+1P11+1 :
§ 4. Bref, on a

Fn'*H — DFn + l“n et \711+’an+1 = vu Fu

Par conséquent, st F, ., est une dériwée exacte, I, I'est égale-
ment; mais alors, par hypothese, v, F, = 0; par conséquent
Vit Fnp =

Inversement, si \/, ., F,., =0, \/, F, est aussi identiquement
nul; mais alors, par hypothese, F, est une dérivée exacte;
par conséquent ¥, | est également une dérivée exacte.

B. Comme le théoreme est vrai pour n = 0, il le sera pour
toutes les valeurs de n.

1 Puisque
8(D2) = Ap(ds -+ dgs .y 4 o+ dp_qe.yl®l + )
= Dpgs ok [A(Bg%) + 340 + o+ g ()y® ]
= Ap_1¢+ D(dgs) ;

on a de méme J3(Ds2) = D(J4%) .
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