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192 M. DUFOU R

nous pouvons déterminer p' et par suite p. Alors le point I est

connu et CI est la normale cherchée.
Pour trouver l'angle y de la normale avec l'axe, projetons le

contour IPB sur l'axe focal et sur une droite qui lui soit
perpendiculaire. Désignant par <p et 9' les angles des rayons vecteurs
avec l'axe, nous obtenons

II' cos Y — à cos cp — h cos cp' 0 IF sin y — a sin <p — F sin <p' — 0

D'où
A sin cd 4- )/ sin cd'

t g Y t
Â COS CD -F Â sill CD

III. Points ou l'ovale présente un maximum ou un minimum
DE COURBURE.

1. — Sommets de Vovale.

Par raison de symétrie, les sommets situés sur l'axe correspondent

à un maximum ou à un minimum de courbure.

1. Construction du centre de courbure relatif à un sommet. —
Si le point I (fig. 4 et 5) se rapproche indéfiniment du sommet A,
le point C, intersection de la normale en I avec FF^, tend vers
une position limite C0 qui est le centre de courbure en A, puisque
par raison de symétrie, ce centre de courbure doit se trouver
sur FF' et on a

Col 1ZJ r:«A
C0 1' | À | U0 A

Le point G0 divisant FF' dans un rapport donné se détermine

par une construction bien connue et cette construction est applicable

à l'ellipse (X — À') et à l'hyperbole (X — X').

2. Sommets de Vovale intérieure. — Quand le point I se déplace
sur une ovale intérieure à partir du sommet A1? voisin du foyer
Fx, px augmente et l'équation de la courbe ).1p1 + X2 62 — h3

montre que p2 diminue. Alors px : p2 augmente, ainsi que : CF2
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et le point C se rapproche de F2 et de A2. La courbure passe donc

par un maximum en Av On verrait de même qu'elle passe par un
maximum en A21.

3. Sommets de Vovale extérieure. — Considérons l'ovale
extérieure comme la transformée de l'ovale intérieure conjuguée en

prenant F-l pour centre d'inversion. Le cercle osculateur en A±

devient par inversion le cercle osculateur en Bx et comme le

cercle osculateur en A1 est intérieur à l'ovale intérieure, le cercle
osculateur en Bj est extérieur à l'ovale extérieure. D'autre part,
le foyer F3 est intérieur au cercle osculateur en A1? puisque les

normales à l'ovale intérieure rencontrent l'axe entre les deux
foyers: Fx est donc intérieur au cercle osculateur en Bx: en ce

sommet la courbe tourne sa concavité vers F1 et présente un
minimum de courbure.

En ce qui concerne le sommet B2, il faut distinguer plusieurs
cas:

a) Si le foyer F1 est à l'intérieur du cercle osculateur en A2,
il est aussi à l'intérieur du cercle osculateur en B2 et, ce cercle
étant extérieur à la courbe, l'ovale extérieure tourne en B2 sa
concavité vers Fx et présente un minimum de courbure.

ß) Si le cercle osculateur en A2 passe par Fx, il se transforme en
une droite, et l'ovale extérieure présente au sommet B2 un point
méplat.

y) Enfin, si le foyer F1 est extérieur au cercle osculateur en
A2, il est aussi extérieur au cercle osculateur en B2 et, ce cercle
étant extérieur à la courbe, l'ovale extérieure tourne en B2 sa
convexité vers Fx et présente un maximum de courbure 2.

1 On peut obtenir le même résultat d'une façon plus classique, mais qui exige quelques
calculs. Soit un cercle de rayon R tangent au sommet de l'ovale. Prenons pour axes
de coordonnées l'axe et la tangente au sommet. Les coordonnées d'un point P du cercle
sont x R(1 cos y) et y R sin f. Dans x et y remplaçons cos y et sin 9* P&r leurs
développements en série en fonction de <p et négligeons les puissances supérieures à
la quatrième. Calculons F^P et F2P. Portant leurs valeurs dans le premier membre
de l'équation de l'ovale, nous obtenons une expression de la forme p?2 + q<pé. Ecrivons
que le coefficient de 9>2 est nul: l'équation p 0 nous fait connaître le rayon R0 du
cercle osculateur. Le signe du coefficient de f* quand on y remplace R par R0, permet
de savoir si la courbure au sommet envisagé est maxima ou minima.

2 Dans ce dernier cas, le foyer Fi est intérieur au cercle osculateur en Ax et extérieur
au cercle osculateur en A2. Il y a donc sur chacune des moitiés de l'ovale intérieure
entre Ax et A2 un point tel que le cercle osculateur en ce point passe par Fx, et le cercle
-osculateur au point correspondant de l'ovale extérieure est une droite: ce point homologue

est un point d'inflexion.
Il y a entre les valeurs de plt p2, i1} i2 qui correspondent aux points d'inflexion une
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194 M. DUFOUR

4. Condition pour que Vovale extérieure soit une courbe convexe.

— Nous avons vu plus haut comment la forme d'une équation
bipolaire nous permet de reconnaître s'il s'agit d'une ovale
intérieure ou d'une ovale extérieure. Cherchons la condition pour
qu'une ovale extérieure soit une courbe convexe. Des considérations

d'optique vont nous guider.
La relation À sini |à'| sini' nous montre que, si nous envisageons

l'ovale comme la méridienne d'un dioptre pour lequel le

premier et le second milieu ont des indices respectivement égaux
à 1 et X' et si nous supposons un point lumineux placé en F dans
le premier milieu, les rayons réfractés forment un faisceau homo-

centrique de centre FC Supposons l'ovale rapportée à ses foyers
intérieurs et prenons F2 comme point-objet. Si l'ovale possède

en B2 un point méplat, les rayons lumineux venant de F2 sont
réfractés au voisinage de B2 comme ils le seraient sous l'incidence
normale par un dioptre plan, et on a A2F1B1 ^FaBg ou

l2bl IxK. Si la courbe tourne en B2 sa concavité vers F2,

l'image F1 se rapproche de B2, et on a l2b2< l1b1 : c'est la
condition pour que l'ovale extérieure soit une courbe convexe.

2. — Points situés en d,ehors de Vaxe et présentant un maximum
ou un minimum de courbure.

Soit M un des points de contact de la circonférence menée

par F1 et F2 et bitangente à l'ovale. En ce point M, l'angle
FjMFa, formé par les rayons vecteurs, passe par un maximum.
Il est égal à (ix + i2) pour l'ovale intérieure (fig. 6) et à (i± — i2)

pour l'ovale extérieure. Nous avons donc, en M, d(ix ± i2) 0.

D'autre part, de la relation

lx sin ix X2 sin /2 nous tirons kx cos ix dix X2 cos i2 di2

relation simple qu'on trouve aisément par des considérations d'optique. Dans le plan
de la figure, les rayons lumineux émanés de F2 sont réfractés en ces points par un
dioptre ayant l'ovale pour méridienne comme ils le seraient par un dioptre plan oscula-
teur. La relation qui détermine la position de la focale tangentielle est

>1 COS2 il >2 COS2 i2

Pl ~ P2
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Par suite d{ix ± i2) 0 équivaut à

195

cos /'- \1 ± 1 1)dh 0
À2COSf2/

Le facteur entre parenthèses ne pouvant s'annuler, dix 0

et di2 — 0; alors îx et i2 passent en M par un maximum. Soit.

MJ la normale.

Prenons sur l'ovale un point M' infiniment voisin de M;
la droite F1M/ prolongée rencontre la circonférence au point P.
Les angles inscrits FXPJ et FXMJ sont égaux. La normale M'?
faisant avec FXM' un angle égal à ix au second ordre près, puisque

est un maximum, est parallèle à PJ et, puisque M'P est du
second ordre, cette normale passe, au second ordre près, par le

point J. J est par conséquent un point de rebroussement de la
développée et en M la courbure de l'ovale passe par un minimum
(pour l'ovale intérieure) par un maximum (pour l'ovale
extérieure). Nous voyons donc que le cercle tangent en M ayant un
rayon égal à la moitié du rayon de courbure en ce point passe

par les deux foyers intérieurs. Entre les angles it et i2l les rayons
vecteurs px et p2 et le rayon de courbure R nous avons en M
les relations

2R
cos i1 cos /2

En tout point de l'ovale y <px — <p2 + H d'où

dy dv1 — di1 dy2 + di2

En M on a (iy d(p2.
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