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186 M. DUFOUR

Partons du sommet A,: inversion m; nous méne en B,, puis
Pinversion — m. nous meéne en A,, et enfin I'inversion m; nous
rameéne en A;. Donc m;.m’.m; = 1.

Le foyer F; a méme puissance par rapport aux deux cercles de
diametre A; A, et B, B,: il est done sur leur axe radical. Puisque,
connalssant 1’équation bipolaire 437, — %y,0, + Ay = 0 d’une
ovale, on en déduit facilement I’équation de l'ovale conjuguée
et la position des sommets de cette derniére, nous obtenons ainsi
une seconde construction du foyer extérieur F;. On voit sans
peine que I, et ', pourraient aussi se trouver par une construction
d’axe radical: F; est sur I'axe radical des deux cercles décrits
sur A;B; et A,B, comme diamétres, et la corde commune aux
deux cercles décrits sur A; B, et A,B; comme diamétres passe
par .

Cercle tangent a Uovale et passant par deux points donnés dont
un de ses foyers. — L’inversion anallagmatique autour du foyer
par lequel doit passer le cercle & construire transforme ce cercle
en une droite tangente & 'ovale et passant par le point inverse
de I'autre point donné. Le point inverse de son point de contact
avec 'ovale est le point ou le cercle & construire touche 'ovale.
En particulier, le cercle passant par I'; et F, et tangent & 'ovale
se déduit par inversion autour du foyer F,, par exemple, de
la tangente & l'ovale conjuguée qui passe par I'inverse de F,.

4. — Sécantes passant par un foyer.

D’une propriété bien connue de la transformation par rayons
vecteurs réciproques, il résulte immédiatement que: 1° toute
sécante a 'ovale menée par I} est bissectrice des directions des
tangentes aux deux points situés d’un méme coté de 'axe ou
elle coupe les deux ovales conjuguées; 2° toute sécante menée
par F, est bissectrice des directions des tangentes aux deux
points situés de part et d’autre de I'axe ou elle coupe ces deux
ovales; 3° toute sécante menée par I'; est bissectrice des directions
des tangentes aux deux points ou elle coupe chacune des ovales
intérieure et extérieure.
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Si entre I’équation de ’ovale en coordonnées polaires rapportée
a un de ses foyers et ’équation d’une droite quelconque de son
plan
o(p cosl + ¢ sinb) = »r

on élimine #, on obtient une équation du quatriéme degré en
dont les quatre racines sont les distances des foyers aux points
d’intersection de la droite et de la courbe. Dans cette équation
le quotient des coefficients de 2 et de p* est une constante: done
la somme des quatre rayons vecteurs menés d’un foyer aux points
d’intersection de la courbe avec une droite quelconque est
constante. Nous pouvons le voir par des considérations géomé-
triques simples dans le cas ou la sécante passe par le foyer.

Par I’axe de I'un des cones, S; par exemple, menons un plan
vertical quelconque V'. L’intersection de V' avec le cone S, est
une hyperbole 4 axe réel vertical. Le centre S, de cette hyperbole
est toujours dans le plan horizontal qui passe par S,, et 'angle de
ses asymptotes est égal & angle au sommet du cone S, (fig. 2).

L’intersection de V' avec le ¢cone S, se compose de deux généra-
trices de ce cone. Soient Qy, Q,, Ry, R, les points d’intersection
de ces deux génératrices avee Uhyperbole, et S;Q, S;R les dia-
metres conjugués des cordes Q; Q, et R; R,. Ces diamétres sont
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comme les cordes correspondantes également inclinés sur la
verticale. Nous avons

8,Q; + 5,Q, = 25,Q et SR, + S;R, = 28, R .

Faisons tourner le plan V' autour de 'axe du cOne S,: Pangle
des deux génératrices passant par S; ne change pas, S, se déplace
dans V' le long d’une droite horizontale et vient en S,. L’angle
des asymptotes ne change pas et par suite le systéme des deux
diametres conjugués subit une translation horizontale: les
déplacements de ) et R sur les génératrices de S, sont égaux et
de sens contraire et la somme S;Q + S; R reste constante, quelle
que soit 'orientation de V’'. Projetons sur la trace horizontale
de V’': nous voyons que la somme des distances d’un foyer aux
points d’intersection de la courbe avec une sécante quelconque
passant par ce foyer est constante.

Si nous prenons comme sécante ’axe F;F, nous voyons de
plus que la constante est la méme pour les foyers F, et F,.

5. — Le foyer singulrer.

Les trois points I, F,, I';. auxquels leur propriété optique
a fait donner le nom de foyers, sont aussi des foyers répondant
a la définition de Pliicker: le calcul prouve que ce sont les points
d’intersection de tangentes menées & l'ovale par les points
cycliques du plan.

L’ovale posséde aussi un foyer singulier: elle passe par les
points cycliques du plan et a des asymptotes qui la touchent en
ces points.

S1 nous supposons que S, se déplace sur la verticale F,S,
(fig. 1), c’est-a-dire si nous faisons varier s, en laissant fixes 2y
et 7,5, nous obtenons une famille d’ovales définies par la relation
Mp1 + Aeps = — hg, 0U hy est un parameétre variable. Dans
I’équation en coordonnées cartésiennes correspondante, les termes
du quatrieme et du troisieme degré sont indépendants de kg, et,
par suite, toutes ces ovales ont les mémes asymptotes 1. Il nous

1 L’équation cartésienne de l'ovale de Descartes ne différe que par une constante
de celle du limacon qui fait partie de la famille. L.’ovale est le lieu des points d’égale
puissance par rapport au limacon.
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