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SUR LES VECTEURS
ET LES TENSEURS IMAGINAIRES!

PAR

Karel Dust (Prague).

1. — Notations et objet du mémoire. — L’espace considéré dans
le présent mémoire est Pespace euclidien a trois dimensions, avec
un systéme de trois axes de repére: Oz, Oy, Oz rectangulaires
et formant un triédre de sens direct (positif) (c’est-a-dire les sens
des angles (Oz, Oy), (Oy, Oz), (Oz, Ox) vus de l'intérieur du
triedre soit le sens positif de rotation autour d’'un axe). Une
portion de droite (appelée «support» ou axe du vecteur)
comprise entre deux points, sur laquelle on distingue une origine
(A) et une extrémité (B) s’appelle vecteur. Nous représenterons
un vecteur par deux lettres désignant, la premiere I’origine, la
seconde l'extrémité, ces lettres seront surmontées d’une fléche:

i s
AB, OM, etc.
Quelquefois, nous emploierons une seule lettre, surmontée
d’une fléche, pour abréger:

ZZ R ﬁ ; ; ; X , etc.

Tous les vecteurs, qui ont méme direction, méme sens (par
exemple de A a B) et méme grandeur (module, mesure de lon-
gueur) et qui ne différent que par leurs supports sont dits « équi-
pollents ». Au lieu du mot équipollence on emploie couramment
« égalité vectorielle » ou tout simplement «égalité» parce que

1_Je suis heureux de remercier Monsieur le Professeur J. KAMPE DE FERIET des conseils
qu’il a bien voulu me donner pendant la rédaction de ce travail.
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Iéquipollence possede les mémes propriétés que ’égalité algé-
brique. On exprime I’équipollence par le signe =, comme en
algebre.

Dans ce qui suit, je considérerai presque partout des vecteurs
menes de ’origine O du systeme de repére a un point quelconque
M de Iespace.

Vecteurs unitaires. Composantes du vecteur. — On choisit trois
vecteurs unités (c’est-a-dire les vecteurs dont la longueur est
prise pour I'unité) sur les trois axes issus de ’origine et dont le
sens définit le sens de trois axes et on les désigne par'_i: _i; 7;

Les projections rectangulaires du vecteur quelconque sur
chaque axe s’appellent les composantes du vecteur. Soit OM le
vecteur considéré et z, ¥, z les mesures de ses composantes, on a

—> > > -
OM = xi, 4 yi, + 21, . (1)

Dans cette égalité le signe 4 désigne ’addition géométrique?
et les mesures z, y, z sont les coordonnées rectangulaires du
point-extrémité M par rapport au systéme d’axes de repeére
définis par les vecteurs unitaires.

Produits des vecteurs. — J’emploie la notation:

—— —
OM, =< OM,
pour le produit intérieur, ou scalaire de deux vecteurs, c’est-a-
dire:
— —_— —_—
OM, > OM, = OM, . OM, cos (OM,, OM,) , 2)

ou OM,, OM, signifient les mesures des vecteurs.

Le produit intérieur de deux vecteurs est alors le nombre
(ou scalaire) égal au produit de leurs mesures par le cosinus
de 'angle des deux axes.

La notation:

—— —
OM, A OM,

désigne le produit extérieur (vectoriel), défini par le vecteur:

OM, A OM, = OM, . OM, sin (OM,, OM,) 7 , (3)

1 A. CHATELET et J. Kampr® pE FrrieT, Calcul vecioriel, Paris 1923, p. 10.
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olt n est le vecteur unitaire, perpendiculaire au plan OM;M,
et tel, que le triedre (GM*I, ()—M*z, ,’,;) est de méme sens que le
triedre de repere.
Les produits symboliques (d’ailleurs indéterminés) de deux
vecteurs, par exemple:
AB
s’appellent dyades 1. L’opérateur vectoriel formé par une somme

de irois dyades est le tenseur? du second ordre (ou degré)
J’emploierai la notation:

-+ =

-> = -> -
T = AL -+ BM + CN , (4)

ou en général les vecteurs ,/K ]_?; C et i, M, N constituent deux
triedres différents. Le tenseur, appliqué par la multiplication
scalaire & un vecteur OM représente un vecteur transformé
OTVT’, de sorte que l'on a:

- -

OM’ = T > OM = A (. < OM) - B(M > OM) + C(N =< OM) . (5

Si I’on pose, en coordonnées cartésiennes:

- > - >
A=Ay 4+ A, 4+ Aq, ,
> > > >
B = B,y + Byi, + B, i, ,
- > > >
C= C, + GCy, + Gt ,
et

o = > >
L =L 4+ Ly, + L;i,
g : ra ind
M=M + M + M, ,
3 > -+ >
'.r:Nlll +N212 —I—N3l3 y
OM = =i, +yiy, +30, ,

I’équation (5) donne:

* B 7 AR )
OM” = 2"i, + y"i, + 2714, (6)

1 GiBBS-WILSON, Vectoranalysis, 3=e éd., p. 265.

2 C’est-a-dire tenseur-opérateur au sens de GIBBS, RuNGE, SPIELREIN, BUDDE et
d’autres. La méme notion est I’« homografie » de MM. MARCOLONGO et BurALI-FoRTI.
La notion ci-dessus est un peu différente de celle du tenseur dans le calcul différentiel
absolu (ScHOUTEN). Comparer: BOULIGAND, Lecons de géométrie vectorielle, p. 152 et 295.
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et les composantes 2’, ¥’ 2z’ de ce vecteur transformé sont des

fonctions linéaires et homogénes de trois composantes z, y, z du
vecteur original, soit:

= ey % + ay 9y + @y 33

Jo_ ‘

)=y X A ay 5yt ay 33 (7)
-~ B P

s=ay 4% - as o) -+ ag 3% ;

1l résulte:

a; = A;L, + BM, + CN., i, k=1,2,3.

—
Le vecteur transformé OM’ est alors une fonction linéaire et
—_—
homogénel du vecteur original OM.
On a d’ailleurs

A(L < OM) + B(M =< OM)
— (OM x )K+(_5M><Nl)-l§

D’aprés (5) nous pouvons écrire symboliquement:

—_— o —
OM’ = T > OM = OM x T, (9)

et T, signifie le tenseur:

pat

- - - - -
T¢e = LA 4+ MB 4+ NC (10)

que nous appellerons — en le rapprochant du tenseur (4) —
tenseur conjugué au tenseur T.

Le tenseur T, comme premier facteur [dans le premier membre
de (8)] et le tenseur T, comme le second facteur [dans le second
facteur de (8)] donnent le méme résultat cartésien (6) et (7).

2. — Objet du mémoire.
a) Pour les nombres imaginaires:

W

I

w -+ iy

. (11)
dz = dx + idy

1 BOULIGAND, Lecons de géométrie vectorielle. 1924, Paris, Vuibert, p. 152 et 295.
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Iexpression wdz est une différentielle d’une fonction de la
variable complexe z, quand la partie réelle u et imaginaire pure ¢
satisfont aux conditions bien connues de Cauchy-Riemann:

ot dv d i ov 1
o __ o 22 ()

dx oy 0y o

B) D’ autre part GIBB% B a introduit les vecteurs imaginaires
{bivecteurs) u+z 0 ol 7 et ¢ sont des vecteurs réels et il a énoncé
quelques théorémes et des régles concernant ceux-ci.

J’ mtroduls dans le présent mémoire, d’une part, des vecteurs
imaginaires ul -t Lu2 comme fonctlons d’un vecteur imaginaire
indépendant, c’est-a-dire de OM1 + LOM2 et, d’autre part, des
tenseurs imaginaires T, -+ ¢T',, qui ne paraissent pas avoir encore
été introduits dans l'analyse vectorielle et dont les propriétés
géométriques sont tres curieuses (voir n° 3).

(C’est surtout 'étude des dérivées de ces fonctions qui fera
I’objet du mémoire présent.

y) Pour arriver & la notion de fonctions (vectorielles ou
tensorielles) de la variable vectorielle et imaginaire je dois
introduire des fonctions scalaires vectorielles et tensorielles, qui
ont deux ou plusieurs variables vectorielles et réelles. C’est pour
de telles fonctions de deux variables réelles et indépendantes
ONII, OMZ que j’a1 établi la formule:

2U 2
0 = < v > (XIII) no §

2OM, 2 OM, 2 OM, » OM,

et ’analogue pour la fonction vectorielle U. Pour le sens précis de
cette formule, voir n® 8 (XIII) et (XIX).

d) La condition nécessaire et suffisante, pour que les expressions
différentielles:

-+ —— —
w > dOM dOM < T

dans lesquelles et T signifient un vecteur et un tenseur du
second ordre respectivement, qui sont tous les deux fonctions du

1 Sous lesquelles w est « une fonction complexe de la variable z ».
2 J. B. GiBBs-E. B. WILsON, Vector analysis. Yale, 1913, 3me &d., p. 429.

L’Enseignement mathém., 28¢ année; 1929. 5
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vecteur réel OIVT, soient différentielles d’une fonction scalaire U,
ou vectorielle U respectivement du méme vecteur OM est depuis
longtemps connue. (est la question fondamentale pour considérer
le champ de scalaires ! et celui de vecteurs 2.

(est M. F. Juna (« Ableitungsbildung im rdumlichen Grissen-
felde », Zeutschrift f. Mathematik, T. 56, 1908) qui appelle ces
dérivées: « dérivées et différentielles dans I’espace ».

e) J'ai établi dans le présent mémoire en premier lieu les
conditions nécessaires et suffisantes pour que les expressions diffé
rentielles, soit :

(i, -+ iuy) > (dOM, - idOM,)
soit:
(T, + iT,) < (dOM, + idOM,)

solent des différentielles d’une fonction scalaire et imaginaire et
d’une fonction vectorielle et imaginaire respectivement de la
variable indépendante 6_1\?1 — i@l\@. Pour de telles dérivées j’al
trouvé les formules (n° 9, 10):

-»> -»> - ->
o, 0 Uy ou, 0 U, (XXII, no 9)
= T —> | T = ——>
o OM, 0OM,/ . 0OM, o0M,/,
et |
pl, /2% ot (2N (XXXIV, no 10)
— ——— d — — ’ ’
oOM, 00M,/ o OM, o0OM, /.,

qui ont la forme de formules de Cauchy-Riemann (I) et dont le
sens sera précisé au n°® 9 et 10. Je crois que ces équations sont
originales et que leur interprétation géométrique et analytique
est avantageuse. Voir n° 9 et 10 pour les détails.

3. — Algébre des vecteurs et des tenseurs tmaginatres.
a) Bivecteurs. — Gibbs 3 appelle «bivecteurs » des vecteurs
imaginaires de la forme
- -+ L=
W= u; + tu,

1 A. CuHATELET et J. Kamprt DE FirieT, Calcul vectoriel, p. 369, 374.
2 (3, BoULIGAND, Lecons de géoméirie vectorielle, p. 181.
3 J. B. Gisss-E. B. WILSON, loc. cit., p. 429.
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dans laquelle ﬁl et 21,2 signifient deux vecteurs réels et i l'unité
imaginaire. Pour calculer avec de tels bivecteurs il faut garder les
mémes régles, qui concernent les nombres imaginaires scalaires
(biscalaires, au point de vue de Gibbs).

En premier lieu, I’égalité de deux bivecteurs:

l_; = :,
u::ul—l—iu-;, :——_;:—}—i;; (12)
entraine deux égalités réelles
W, = v,y = v, . (13)

Un bivecteur est nul, lorsque les parties réelle et imaginaire
sont nulles.

Pour faire le produit (n’importe lequel) de deux bivecteurs,
il faut garder la régle distributive et tenir compte qu'on a
toujours:

== —1 (14)

n’importe quelle maniére de multiplication vectorielle étant
en question, par exemple: |

- -> > = S L=
u X v = (u, + iuy) X (v, + ivy) =
—) - - - -
= ><v ——112><V —|~l( X vy Uy X vy, (15)

- - - L= - L=
u v = (u +iu) N\ (v, +iv)) =
- -+ -> - Lo -> - -
= uy /N vy — Uy N\ vy iy N\ vy oup Ay (16)
. . _> o—) . .
Le produit du bivecteur u, -+ tu, par un, facteur circulaire

€7 = cos ¢ + LSlIl q donne un bwecteur i -+ ius dont les
parties réelles u1 et 1maginaire pure i sont:

- - -»> )

Uy = Uy COS ¢ — Uy SING ,

> - . -> (1’)
Ug = Uy SING + Uy COSQ .

Lorsque ul et u2 représentent deux demi-diametres conjugués

-/ 4

d’une ellipse, les vecteurs u,, u, constituent une autre paire de
demi-diameétres conjugués de la méme ellipse, de sorte que la
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Y ->

. ’ N -’ Y 3
paire u,, u, est tournée dans le sens de u, & u, et 'aire de Iellipse

- -
balayée par les rayons vecteurs u, ou u, fait une partie .- de

2%

Pellipse totalel. Chaque bivecteur correspond ainsi & une
ellipse dite « directionnelle », dont les demi-diamétres conjugués

->

sont les deux vecteurs u, et u,.

Pour le vecteur réel (52:0), cette ellipse se réduit & un
segment de droite et dans un autre cas I’ellipse devient une
circonférence, ce qui se présente, quand I’équation:

-> - = > - - - - - -
WX u = (1, + tuy) X (4, + tuy) = ui — w2 4 2iu, X uy =0 (18)

subsiste.
- - .
Dans ce cas, u; =u, et u; X uy =0, c’est-a-dire les deux
_> _> . . .
vecteurs u,, u, sont égaux en grandeur et perpendiculaires:
Pellipse devient une circonférence.
Le symbole:
- -
uX>xu=2~0 (11)

n’a pas alors la seule conséquence:

comme dans le cas réel. Plutot ’équation (II) subsiste pour tous
les vecteurs, considérés plus haut. Gibbs appelle de tels vecteurs
vecteurs circulaires 2.

() Tenseurs imaginaires. — Pour exposer la théorie des diffé-
rentielles tensorielles imaginaires, il faut encore introduire des
tenseurs imaginaires. On n’en a considéré jusqu’a présent que
quelques formes trés simples: (tenseurs i, e¥; Burali-Forti:
« Eléments du calecul vectoriel », 1910, p. 47).

LLe tenseur imaginaire a, en général, la forme:

T =T, +:7T, , (ITI)

1 Une telle rotation est dite «elliptique ».
2 Tel est p. ex. le bivecteur:

~ v - - -
OM = iy + g,12 + 313
oll €1 et &, sont les deux racines troisiémes imaginaires de I'unité. Puisqu’on a:
1+ sf + s: = 0
on a encore
—— —
OM < OM = 0 .
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ou T, et T, sont deux tenseurs (en particulier du second ordre)
réels et ¢ est 'unité imaginaire scalaire.

a) Les vecteurs réels 7 se transforment par le te_}nseur imagi-
naire (III) en des bivecteurs. On a, pour le vecteur u réel:

—}
Txu="T x<uil,><u. (19)

Le second membre de cette équation est un vecteur imaginaire
(bivecteur).
Le tenseur conjugué au (I11) a la forme:

’I‘C = (Tl)c + i('r2)c (20)
[voir n° 1 (8), (9)] et il résulte:
Txuw=uxT, =ux(T), +it>x(T,), . 21)

- - ,
3) Les vecteurs imaginaires u = u, -+ iu, se transforment par
le tenseur (III) toujours en des vecteurs imaginaires. Il vient:

() + iT,) < (, + iw,)

m g r -+ .« gy -+ rn g
= T, X} u, — Ty, Xuy, + (T, X uy + Ty X< u,) , (22)

ce qui est un vecteur imaginaire.
L’équation:
-> -
Txu=uxT, (23)

subsiste, en vertu de (22) méme dans le cas ou le tenseur T
[
et le vecteur u sont imaginaires.

D’ailleurs, un tenseur imaginaire peut se représenter sous une
autre forme:

Zy

- > -+ = -+
T =AL +BM+CN , | (24)

comme dans le cas réel (n° 1 (10)).

- > o5 o

-> -
A, B, G; L, M, N constituent deux triades de trois vecteurs
imaginaires et arbitraires en général.
Si ’on pose:

-+ - - -

* . * .
A=A 4 iA,, L =1, +:L,, etc.,
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il résulte dans le second membre de (24):

-> - -+ - - - —>
Al 1 A2 112 A ] 9 —{— I\
-> - -> - . - - -> -
— o+ B,M, — B,M, )i +( + B,M, - B,M, (25)
> o - = -> > - >
+ (J N — (42 T2 ‘i’“ (11 LT2 + (12 1

Le résultat, est évidemment de la forme (III).

Je vais établir maintenant que les tenseurs imaginaires ont
quelques propriétés géométriques remarquables. En voici un
exemple: Dans un mémeoire « Sur les formules linéaires dans la
théorie des fonctions théta » (Bulletin de I’ Académie des Sciences
de Bohéme, Prague, 1925), j’ai fait une remarque sur un tenseur,
dont la forme a neuf termes a pour déterminant:

(26)

ol ¢y, ¢, signifient les deux imaginaires racines troisiemes de
I'unité. Voici quelques propriétés géométriques de ce tenseur:

Soient 7, 1y, i3 trois vecteurs-unités orthogonaux, nous
pouvons donner au tenseur mentionné la forme:

-+ >
1

ey - - —?—},
I' = 1(11+72—}—1)—}—12r—{—13r (27)

—> _’ . . . . ’ \ .
ou r et ' sont deux vecteurs imaginaires conjugués, c¢’est-a-dire:

- .
S i 1
et
- - .
- - 1g I~3 - «\/3 - ->
= e gy R = g (1, — 1) (28)
. ‘ . ’ = —>,
1. — Quand on écrit les deux vecteurs conjugués r et r’ sous
la forme:
- - = >
PRy gl

(29)
> - > >
o= By + Egdy T By Ty .
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on voit immeédiatement d’apreés le n° (3) qu’ils sont circulaires.
D’ailleurs on tire de (28) directement:

-+ - - - 3 (30)
7‘1><)’1:r2><7'2 :_i-’

- - i
2. — Pour le produit vectoriel r; A 7, 11 résulte:
> 2 > 2
r, AN =1, + 1, + 15, (32)
¢’est-a- dlre le plan du bivecteur r (Ie meme plan correspond au
o -
| bivecteur r ') est perpendiculaire au vecteur ?1—t— Iy 13, ¢’est-a-dire

o -> = =

a la diagonale du cube [7; i, i3] (produit mixte)

3. — Le tenseur (27) est alors de la forme:

-> -

T = 1,u -+ 1

4

- -> -
r

+ iy, (33)

o

et
- > >
=1 + Iy + I
Le tenseur T, comme le premier facteur (la transformation
=T X 5) transforme tous les vecteurs z paralleles a " (c’est-a-
dire perpendiculaires au plan de r [; ') en des vecteurs x paralleles &
;1; les vecteurs paralleles au plan de r' se transforment en des
vecteurs paralleles au plan (i; L'_?:), qui est perpendiculaire a z':.
La transformation #' = z x T (le tenseur T y figure comme le
second facteur) est analogue: les Veoteurs paralléles a i:, se trans-
forment en vecteurs paralléles a u et les vecteurs du plan (_> 3)
. se transforment en vecteurs du plan de r. Les deux vecteurs Ll
|‘ et u et les deux plans (i_; i:;) et [;:] se correspondent.
Le tenseur un peu plus général a la forme:

. - - i > >
' =96¢ 4+ rs +r's (34)
-~ , -> >, . . , .
dans laquelle r, r'; s, s’ sont bivecteurs conjugués (mais, en
général non plus circulaires) de sorte que l'on a:

-+ - - -+
S

r ry -+ iy

-, ~ s - - -
I':rl——Ll’g, .5‘——“:5———1,.5'2

|

(33)
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> ->
et les quantités dans les seconds membres sont réelles. ¢ et ¢
représentent deux vecteurs réels et tels que:

- -> -+ -
e Xs =pxs =0,
(36)
- - - ->
s X r=gagxr =0,
La transformation correspondante est facile a former.
4. — Dérigées des fonctions scalaires et vectorielles de deux

vecteurs réels ou d’'un vecteur imaginaire. Dérivée d’un tenseur
umaginaire par rapport & un vecteur imaginaire.

A coté d’expressions vectorielles déja mentionnées, j’emploie
encore les notations suivantes:

Vecteur gradient! de la fonction scalaire:

= oU - oU - oU~» .
- . v
VU = 01’1+0y12 oz (1Y)
Tenseur-gradient 2 de la fonction vectorielle:
- - - - - -> -> - .
VU =VU,i 4+ VUi, + VU,i (V)
ou U signifie le vecteur:
> > . P >
U= U 4+ U,i, + U,y
T'enseur-gradient conjugué:
VU), =i, VU, + , VU, + 1,V U, (37)
- -+ -
bU?_+bUl oU >
— -— —
ox ! QY ? oz °
L’unité tensorielle ® (idem factor de Gibbs):
- = - > -+
I =i + 04, + 1,4 (38)
—>
On a pour un vecteur OM quelconque:
— - —>

Le tenseur I définit alors la transformation identique.

1 CHATELET-KAMPE DE FErier, Loc. cil., p. 376.

2 GIBBS-WILSON, Loc. cit., p. 404. — SPIELREIN, Vectorrechnung, 2m™¢ éd. 1926, p. 354,
3 Gises-WiILsonN, Loc. cit., p. 329.
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5. — Avant d’exposer la théorie des expressions différentielles
formées par les vecteurs imaginaires, il faut introduire et préciser

les notions suivantes:
«) La différentielle d’une fonction scalaire U est un scalaire dU.

Pour que 1’expression:
© > dOM (V)

dans laquelle 1 signifie une fonction vectorielle du vecteur indé-
pendant OM soit une différentielle d’une fonction scalaire U du

méme vecteur il faut et il suffit * que la fonction vectorielle 2 soit
un vecteur-gradient de la fonction scalaire U, ¢’est-a-dire:

- - DU» bU—» U =
iU

=VU =—1 + — (40)

E 13 i
B) On peut écrire symboliquement sous la forme d’une dérivée
———

par rapport & OM

dU -
— =V Uu. (41)

-
dOM

L’expression différentielle (VI) donne alors:

@< dOVM = YU x dOM = 25 5 aBM — 4u (VI

dOM

et la premiére dérivée (41) est un vecteur.
d=U dv U

v) La seconde dérivée: — = —— est (voir n® 4 (IV) un
dOM dOM
tenseur du second ordre.
Il résulte:
d*U = oU A 0 -
_,2=V-Z+?7—I—J?Z+V§7g (42)
et
=>2U 22U ~» 22U =» 22U =
V¥ — == ey —_— e ]
bz s T dy dx s T >z o 3 (43)
ete.

d) La différentielle d’une fonction vectorielle U est le vecteur

au.

! CHATELET-KAMPE pDE FERIET, Loc. cit., p. 377.
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Le produit
—— —
dOM < T = T, =< dOM (44)

dans lequel T signifie un tenseur du second ordre, dont T, est le
tenseur conjugué (voir n° 1 (10)) représente une diﬁérentielle
d’une fonction vectorielle U du vecteur variable OM sous la
condition nécessaire et suffisante, qu’on puisse exprimer le

tenseur T comme tenseur-gradient (n® 4 (V)) de la fonction fJ,
¢’est-a-dire:

- -> = = - - - - -
' =V T:VUIL1 ~}~VU212—§—VU313 (’15)
> - > -+ = - =2
r,= (Vu), = ,vu, + ,VU, 4+ VU,
DG-’ (\-ﬁ"? Z)—lj"'* (46)
= — 4 + —1 + — 1
ox oy 0
et
- .= - -
U_—:14111—[~U212—{—U313 (47)

U,, U,, U; sont trois fonctions scalaires et indépendantes du

méme vecteur variable OM et dans les seconds membres (4H)
et (46) figurent leurs vecteurs-gradients.
On a de suite:

—> > -
dOM > T = T, dOM = dOM x VU
(VIII)

On développe les tenseurs (45) et (46) en leurs formes aneuf
termes, sil’on prend pourles vecteurs-gradients YU 1 VU 2 VU
leurs expressions en coordonnées [n° 4 (IV)L

¢) On peut alors écrire symbollquement la premlere dérivée
d’une fonction vectorielle U par rapport a OM:

d%_U; == -{7
d OM

-

U (IX)

et cette dérivée, d’apres cela, précede un tenseur du second ordre
(dyadique, voir n° 1).
- - =
, e, d?U dV U :
¢) La seconde dérivée —55 == —— se représente, en vertu
dOM dOM
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du n° 4 (V) et de I’équation (41), comme il suit:

AU

d0M

-

—}~%6U3 by 5 (X)

-

= VvV,

-
{

SRRVAVA A

¥4

ou figurent dans le second membre les gradients du second ordre,
qui ne sont que les tenseurs de la forme:

VU, = Vi

conformément & I’équation (V) n° 4.

La seconde dérivée d’une fonction vectorielle par rapport au
vecteur OM est alors un tenseur du troisieme ordre. (Tenseur
triadique 1).

Tenant compte de (43), (48) et (40), on exprime tout simple-

-
d*U d?U , ]
ment les tenseurs —-, et —; en leurs formes développées
dOM dOM

respectivement en 9 et en 27 termes, ce qui serait superflu ici.

6. — Les fonctions scalaires et vectorielles de plusteurs va-
riables vectorielles indépendantes.

Dans le calcul vectoriel, surtout dans la théorie des surfaces,
on se sert de fonctions scalaires et vectorielles de deux variables
scalaires indépendantes. Pour exposer la théorie de fonctions
de vecteurs imaginaires (bivecteurs 2 voir n° 3), il faut introduire
les fonctions de deux et plusieurs vecteurs indépendants. Ces
fonctions doivent étre tantdt scalaires, tantot vectorielles et
méme tensorielles, comme dans le cas d’une seule variable
vectorielle. Nous emploierons la notation 61_\11, (_)—1@2 pour les
deux variables, ce que signifie par exemple deux vecteurs, menés
de l'origine, et indépendants d’ailleurs.

La mesure de la distance de deux points (ou son carré) est
une fonction scalaire de deux vecteurs menés de l'origine aux
points respectifs. La force, que produisent deux courants linéaires
I’'un sur I'autre, est une fonction vectorielle de deux intensités-
variables vectorielles.

- . > .
1 Gibbs appelle des expressions comme: u v w triades. Vecltoranalysis, 281.

2 GIBBS-WILSON, Loc. cit., 428.
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7. — Définition. — On dit qu’'une fonction scalaire U (vecto-
rielle U) de deux variables vectorielles OMl, OM est définie pour

un domaine £ des ohamps de Veeteurs OMl, OW (c’est-a-dire
pour tous les vecteurs OMl, OM2 menés de ['origine, dont les
points extrémités se trouvent dans la région donnée Q1, qui
d’ailleurs peut se composer de deux parties distinctes pour
chacun de deux vecteurs) s’il existe une régle faisant correspondre
a toute paire de vecteurs 61@;, O_MZ appartenant & la région €
une valeur de la fonction scalaire U (ou une détermination &

une équipollence pres de la fonction vectorielle I_j).

Chemin. — Nous pouvons définir un chemin & peu pres,
comme dans le cas de variables scalaires. On se donne «une
suite continue» de variables Uﬁl et _(_)_L\TQ en prenant pour
(—)_1\7[_1 et O@E des fonctions simultanées et continues d’une méme
variable scalaire (¢) par exemple du temps.

Les deux points-extrémités, c¢’est-a-dire M; et M, décrivent
alors deux courbes gauches a I'intérieur du domaine de définition
— ce sont les chemins de deux points M; et M,.

Limites et continuite — La fonction scalaire U(ﬁﬁl, OM 5)
ou vectorielle D(OMI, O\/[ L) a_une limite U (I—f) lorsque OMl,
OM tendent vers Ol\L 0 OMQ o quand le soa]alre U (OMl, OM. 2)
(le vecteur U(OMl, OM. »)) & pour limite LO(U ) lorsque les points
M,;, M, se déplacent sur les deux chemins envisagés et passant
par My o, My et tendent vers My g, My et si cette limite est la
méme (ou équipollente) sur n’importe quels chemins passant par
les points My 5, My .

La fonction U(OM“ OM, i [_U (f)_lql, OI\7I_2)] est continue pour
un couple GM_i,Q, OMQ,O lorsque sa valeur est égale (ou lorsque
elle est équipollente, dans le cas vectoriel) a la limite, quand

6ﬁ1, (T\/Tz tendent vers OM;), OM, .

Les considérations analogues touchent les fonctions tensorielles
de deux variables OM;, OM,.

8. — On appelle une dérivée paritelle de la fonction scalaire

U(OMl, OM, o) [vectorielle ﬁ(@f\fb O—MZ)] par rapport éO—NTl pour

1 Et pour des vecteurs équipollents.
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les valeurs OM1 0, OMo o la dérivée de U(OMl, OMQ 0) [U(OMI,
OMQ 0)], considérée comme_f_onctmn de OMl, seul, cette dérivée

étant prise pour la valeur OM, o de la variable vectorielle (voir
no 5: f3), ¢)). Cette dérivée est alors représentée par la limite

——— 3 > Yig
o U — lim U(OM,, OM;,) — U(OMy,, OM,,) (XI)
> OM, ) —» O, +OMes OM; — OMyg
OMi,0

et ’analogue pour ’autre variable. Pour la fonction vectorielle
1l faut surmonter la lettre U dans (XI) d’une fleche. Ces dérivées
sont alors vecteurs-gradients partiels (n® 5, 5) ou tenseurs gra-
dients partiels (n°5, ¢) selon qu’il s’agit de la fonction scalaire ou
vectorielle.

) Soit U(OMI, OM, ,) une fonction scalaire de deux vecteurs
OM1 et OMz. Nous poserons:

dU = V,U x dOM, + V,U = dOM, (XII)

et —@TU, €:U sont vecteurs-gradients partiels !

U oU U o U
$1U = P = ;: + L;; —{_ .( l—; ’
o OM, % 0Ys 0%
; (49)
- 20U oU ~» olU » oU »
Wy U == — = i — 1, — i, ,
bOM2 0x2 by2 0z2
ou l'on a posé:
——> - > >
OM, = 2,1, +y, iy + 31, ,
e - i -
OMy = w91, + yply + 2914, .
Les secondes dérivées:
22U 22U
5 = Vi U, — = V.U ,
> > — :
> OM1 > OM, > OM, 0
. (5
22U 22U '
= V,,U, = V,,U
> OM, 5 OM, > OMe

sont, comme il résulte du n° b, v), tenseurs du second ordre.

1 Les indices correspondent aux points en question.
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A cause du n° 5 (43) et (49) on démontre aisément , comme dans
le cas de variables scalaires, I’égalité remarquable:

02U \ 02U ,
—— == V1,2 U p— (VQJ, L)C f— —— : ¥ (A\III)
0OM, 5OM, d>OM, 2OM, /,

dans laquelle 'indice ¢ signifie le tenseur conjugué (n° 1 (9)).
En vertu de cette égalité, on a:

22U R — —
< dOM, | x dOM, =
2 OM, o OM,

s e 22U -
dOM, > (dONMy; < —————) .  (XIV)
> OM, 0 OM,

Les équations (XIII) et la conséquence (XIV) mettent en relief
la différence entre les dérivées par rapport aux variables scalaires
et vectorielles, elles sont de grande importance pour le calcul

différentiel avec des variables vectorielles.
En coordonnées rectangulaires (XIII) prend la forme:

22U > oU=

—1
e 1
>OM, 0 OM, 0%

I

220 .
—_— > ! (‘\V)
E)OM2 Z)OM1 .

ou pour la forme développée de la dérivée dans le second membre
résulte:

0*U ?U = » n 22U » > + 02U > >

- = 1, 1 I, 1 I, 1

> > 171 P 2 "1 = 3 "1

0o OM, 0 OM, 0y 0%, 0y, 0y 03y 0y

n 02U = = n 02U » =» o?U > >

I, 1 log 4 l

0xy 0y, L 0Yy 0Yy 22 0%, 0Y, 82

02U » » 20 = = 2U = -»
i1 I, 1 I, 1 XVI
+bxzbzll3+Oy202123+bz20:133 (XV1)

et I’analogue pour le premier membre: les indices des coor-
données sont échangés entre eux; la validité de I’équation

(XIII) saute aux yeux.
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Un exemple. — Pour le carré de la distance de deux points-
extrémités de deux vecteurs menés d’origine, on a :

U = d* = (OM, — OM,) > (OM, — OM,)
:@Ixaﬂi—ka\ixm—?b—ﬁ;xm. (51)
De la résulte:
dU = 2(OM, — OM,) > dOM, 4+ 2(OM, — OM,) > dOM, (52)

et les vecteurs-gradients partiels sont:

v, U — 2(OM, — OM,)
1 — ( 17 2/ (53)
e P
V,U = 2(OM, — OM,) .
Les secondes dérivées:
VMU = VQQU p— 21 s (5!1)
V1V2U s V2’1U - - 21 (55)

et I représente I'unité tensorielle, idem-factor (voir n® 4 (38)) un
tenseur, qui est symétrique d’ailleurs (c’est pourquoi Vg, U =
(Vo1 U), dans ce cas) et de la forme:

T = 11 gty 1yl - (XVI1)

En général, une fonction:
—  ——> —
(D(Ol\l] y 01\12, ONI/;) e O

doit représenter une liaison scléronome dans un systéme de
n-points.

) Par analogie, pour _une ]‘onctwn vectorielle U de deux va-
riables indépendantes OMl, OM:,, 1l vient:

-

-
dT — dON < U 4 qON, w29 (XVIII)
oOM1 > OM,

(voir n® 1 et n® J, ¢). Les dérivées partielles qui y figurent
sont des tenseurs du second ordre aisés a développer a 'aide du
n° 4 et n°® 5. — Les secondes dérivées partielles d’une fonction

vectorielle par rapport aux vecteurs ()’ﬁl et _(_)—ﬁz sont (n° 5, £)) des
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tenseurs du 3me ordre ! (triadiques) dont les termes, qui corres-
pondent sont par exemple:

22U; =» o > 22U; »» >
i, 1, i I, 1, L.

3 "1 s g
& 037, Dy B 71 d

, = 1,2, 3.

d %, bxl

Les indices, qui se rapportent aux coordonnées sont échangés
entre eux dans les deux dérivées. On peut exprimer cette cir-
constance symboliquement:

22U 02U
e = — (XIX)
o OM, >OM, o0OM, oOM, /

ce qu’on peut prouver en outre en tenant compte de (&) n° 5.

9. — Dérivées par rapport a une variable vectorielle imaginaire.
Fonctions vectorielles de la variable vectorielle, tmaginaire.
) Considérons I'expression différentielle de la forme:

- .- > L .
(g + tu,) (dOM, + :dOM,) . (XX)
_-‘* - .
Le vecteur OM soit un bivecteur:
— —_ >
OM = OM, -+ i OM,

les vecteurs ?l: et IL; soient deux fonctions vectorielles réelles
de deux variables vectorielles OVI; et fﬂ/{’z Dans quelle condition
Pexpression (XX) est-elle une différentielle d’un bivecteur ?;
¢’est-a-dire cherchons la condition, sous laquelle le bivecteur
_{zl + ib-zz est une fonction du bivecteur OM = GM: + i—()_l\@.
N’importe quel produit (scalaire ou vectoriel) représente I’expres-

sion (XX); on a toujours 1; = — 1 et le résultat de la multiplica-
tion est dans tous les cas:

(#, L iwy) (AOM, + idOM,) =

- Lo — - Y - -
(uy + tuy) dOM, + (uy + 1uy) dOM, (XXT)
et

- - y -
Uy = — Uy , Ug = u, . (56)

1 No 5, 7).
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La transformation ci-dessus correspond a une rotation ellip-

tique (voir n® 3) d’un angle de % dans Dellipse directionnelle.
Les deux bivecteurs:

- .- -/ L -
u, + tu, , Wy + tu, (57)

peuvent étre regardés comme « paralléles », parce que les condi-
tions:

- = Y L=
u, + i = i(uy + tuy)
(a, + i;,;) A <u§ — i) =0 (58)

sont remplies. :

I’expression (XXI) se compose de deux parties plus simples,
dont nous ferons ’objet de nos considérations.

B) Différentielles scalaires. — Que le produit dans le premier
membre de (X X)) soit le produit scalaire. Dans le second membre
il résulte: |

( —}—zu)deM - (u;—]—i;;)xdw:

laquelle expression, en accord au n° 8 (XII) est la différentielle
totale d’une fonction imaginaire scalaire U, 1 U, sous les condi-
tions suivantes [(XII) et (49) n° 8]:

- .—P - . .
u, + tuy, = V, (U, + lU2) ,

->/ . ->/

- (59)
ui +iuy = V(U + i0,) .

Partageons les deux parties: réelle et imaginaire de ces équa-
tions en vue de (13) n° 3. On obtient:

- - ‘ -> ->
w, =V, U, uy = V, 4, ,
, ot (60)
-/ - - -
— uy = V, U, | up = V, U, .
En considération du n° 8 (XIII) nous avons le resultat remar-

quable:

ou, [ ou Y [ o

u Uy \° u 0 —
B :'Q 2y . — S} xxan
o OM, oOM, / | o0M, \oOM, /.

Ce sont encore lés equauons différentielles partielles de la forme
Cauchy-Riemann (I) n° 3, comme dans le cas scalaire, mais, les

L’Enseignement mathém., 28 aunée, 1929. 6 |
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dérivées qui y figurent sont des tenseurs du second ordre (n°5, ¢)),
Pindice ¢ signifie le tenseur conjugué. On les développe en forme
& neuf termes a 'aide du n°® 5 (45), (46) et (47) comme il suit.
En coordonnées cartésiennes les formules (XXII) prennent
une forme assez curieuse.
Si 'on pose:

g > * :
Uy == U,y - Upoly T Upgly
(61)
= i o

Uy == Uy -+ g9 15 -+ Uyply s

4

on a d’'une part:

-
bul - -

—>
o OM,

et d’autre part:

-

O u ‘= = -+ = -> = - =

—2 ) = (V, 1(2>C = 1, V, Uy + 3 V, Uy o + 1 Vs ly g
oOM, /

> - ‘-> (63)‘

0Uy > O Uy OUy > )

= i, + I, + — 1, . [ne 5 (45), (46)].

dx, 1Dy, B 0z ?

Les indices des opérateurs vectoriels se rapportent aux points-

extrémités de deux vecteurs m, 619[’; En rapprochant les
seconds membres de (62) et (63) en vertu de (XXII), il vient:

- -> -
37 0 Uy - 0 U, -‘>7 d Uy, XXT1)
u ==, u == u = T P W)
11,1 >, 11,2 d 1°1,8 0 z, (

De la seconde équation (XXII) résultent par un calcul analogue
trois équations:

- -+ >

- 0 u, - 3 U, - Ouy (XXIV)
Vy g = — s Ve Uie — — ’ e T o .
02, 0y, b 2y

Le systéme de six équations justement trouvées est équivalent
au systéme de 3 X 6 =18 équations en coordonnées rectangulaires
de la forme:

Q Uy 0 Uy, 0 “1,1 0 Uy

o, - 0Xy oxy o dx,
5”1,1 :f?) Ug o , 0“1,1 _ ‘\“2,2 | (XXV)
0y, 0X, 0 Y, 0x,
?’“1,1 Duz,s 3"1,1 B 0112’3

oz, 0xy vz, | ox,
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et 12 analogues, dont les premiers membres sont formés par des
dérivées partielles de fonctions scalaires uyq, uy3 par rapport

aux variables 2y, ¥y, 21} %, Yo, 2o
Les six équations du systéme ci-dessus forment trois systémes

d’équations de Cauchy-Riemann, que voici (comparez n® 1 (I)):

0 "1,'. 0 11.1,2 0 u],2 0 Ug o
— , — ,
oy 0y 0y, 0 Yy
0 ”1,1 0 Uy y ' 0 111,2 - o) 112,2
= P ) -_— ’
X ox I Y oYy
2 1 2 1
(XXVI)
0 “1,3 0lUy g
0z, 03
0 u],3 0 112’3 .
0:2 b:l ’

») En vue de (XIX) n° 8 et n°5 §) on peut écrire de (XXII) les
équations du second ordre:

02 i, 02 ..
“ U “ lt
> OM, OM

97 27
b(@ " bl@ _ 9
—>3 ! —>2
> OM, >OM, /,

conformément au cas réel. Les premiers membres de ces équa-
tions sont des tenseurs du troisieme ordre et I'indice ¢ a la signifi-
cation expliquée au n° 8 (XIX).

En coordonnées rectangulaires résultent de (XXVII) les
équations du second ordre:

+—L =0,
I o OXg
(XX VIIT)
02112,1 02112,1
T2 2 0
0ay 0,

et quatre analogues pour des fonctions u;q, usq (w13, ug3) et
pour les variables indépendantes y, ¥, (21, 25)-

Quand les conditions (XXII) et (XXVII) respectivement sont
remplies I’expression considérée (XX) est une différentielle totale
d’une fonction scalaire imaginaire, ¢’est-a-dire:

(i, + ity) > (dOM, + idOM,) = d(U, - iU,) . (XXIX)
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) Considérons encore une autre expression différentielle, plus
simple, ou figure une différentielle imaginaire d’un seul vecteur.
Tandis que dans la différentielle considérée au 9 n° «), f):
df)l—Wj + ialO’\/i—2 jouent un réle deux vecteurs independants nous
pouvons former une autre différentielle d OM—I— iy O\T a 'aide
de deux dn‘ferentlelles distinctes du méme vecteur OM ¢’est-a-
dire dloM et d20M. Considérons une différentielle formée confor-

mément & (XX) du n° 9 mais & I'aide de la différentielle juste-
ment définie:

AV = (a0, + iuy) > (d,03 + id, OM) . (XXX)

Les vecteurs u1 et u2 sont deux fonctions vectorielles d’une

seule variable OM. Apres la multiplication, le second membre de
(XXX) prend la forme:

-> - — - - —
d'V = (u; + tuy) <X d,OM + (— u, + 1u,) X dy OM . (64)

En vue dun®b «) on trouve aisément les conditions nécessaires
et suffisantes, pour que 'expression (XXX) soit une différentielle
d’une fonction imaginaire, scalaire.

Les voici:

g . # .
u, + tu, = VU, +:10,) , (XXXI)

- e

—uy, + tu, = V(— U, +.:U,)

U, et U, sont deux fonctions scalaires du vecteur (TWT, le vecteur
gradient se rapporte au point-extrémité M. D’ailleurs, les deux

équations (XXXIT) sont identiques et elles fournissent des
conditions:

- -

u, = VU o, == vy, . (XXXII)

1 0

Les conditions intéressantes (X XII) et (XXVII) du n® 9 n’ont
pas d’analogie dans le cas actuel, les conditions ci-dessus, beau-
coup plus simples, les remplacent.

Quand les équations (XXXII) sont satisfaites nous pouvons
mettre la différentielle (XXX) sous la forme:

'V =V(U, +iU,) x d,OM 4+ (—U, + iU,) > d,OM
- dl(Ul -+ iU2) -+ ‘]2(_ U2 =+ iUx) : (65)
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10. — Fonctions tensorielles de la variable vectorielle imaginaire.
«) Considérons alors une expression différentielle:

(dOM, 4 idOM,) X (T, £ iT,) = dOM, =< (T, + iT,)
1+ dOM, > (Ty + iTs)  (XXXIII)
dans laquelle (voir n° 9 (56))

Ty=—"7T,, To=1T, . (66)

Pour que Pexpression (XXXIII) soit une différentielle d’une

fonction bivectorielle TJT -+ iﬁ» composée de deux U: et ﬁ;—, qui
sont fonetlons réelles vectorielles de deux Vecteurs réels, variables

OM, et OMz, il est nécessaire et suffisant qu’il soit (n° 5, 9)

-

T+ iT, =9, (0, + 00

(67)
! o ris’ A e
T, +:T, =V, (U, +:1,) .
De la résulte, comme au n° 9:
’ - - > -
rlﬁl f— r.l\2 f— vl ,Ul - VZ U2 y
‘ (68)
- S 2 o
r,=—1T,=V,U, =—9,U,

Les tenseurs-gradients, qui figurent ci-dessus sont des gradients
partiels (n°8 (XI); les égalités, en vue du n°8 (XIII) prennent la
forme remarquable:

2T, [ a, o, o T,
— = === T (=F) , (XXXIV
2OM, \oOM,/,  2OM, o), )

analogue a celle du n® 9 (XXII) et dun® 1 (I), mais les tenseurs,
qui y figurent sont du troisiéme ordre (voir n° 8 ) et l'indice ¢
a la signification expliquée dans le méme numéro 8 (XIX).

S1 l’on pose:

-

-> -
I'y=4AL, +B M1+ 1

74

T, = A, L, + B,M, + , K,

il vient pour les dérivées (n° 5, ¢))

br[‘.] - = - - =5 =
— == lAllll '—‘—Alvl [J1+
2OM,

70
B e e (70)
_*:vazl‘z hy A2V2L2 +
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Si P'on écrit les deux tenseurs du troisitme ordre (70) en des
formes :

2T > - ->

— = = Loy + 2Ty, + #1514,

o OM, )
(XXXV

ol o) AR o

_}*:31151 +21219 + 21313 ’

o OM,

ou Ty, 2T, 3T, et ¢ signifient des « composantes » ¢’est-a-dire des
tenseurs du second ordre on a:

( ) = €T+ e+ T o)
d>O0M,

L’indice ¢ dans le second membre de (XXXVI) indique des
tenseurs (du second ordre) conjugués (voir n2 1, (9)). En méme
temps dans le premier membre, il signifie un tenseur du troisieme
ordre « conjugué » d’apres le sens du n° 8 (XIX).

En rapprochant la premiere équation (XXXV) et (XXXVI)
en vertu de (XXXIV) on obtient des systémes d’équations en
coordonnées rectangulaires analogues a ceux du numéro précé-
dent.

B) Beaucoup plus simple est la condition désirée pour une
expression différentielle de la forme (voir n® 9, J))

(d,OM - id,OM) > (T, -~ iT,) .

1

Les conditions (68) sont dans ce cas:

-

- - -~
= VU, T, = VL,

Les tenseurs du second ordre T, et T, doivent représenter deux

tenseurs-gradients distincts par rapport au vecteur variable OM.
Ce qui est en accord avec le n® 9, 9.

Prague, novembre 1927.
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