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SUR LES VECTEURS

ET LES TENSEURS IMAGINAIRES1

PAR

Karel Dusl (Prague).

1. — Notations et objet du mémoire. — L'espace considéré dans

le présent mémoire est l'espace euclidien à trois dimensions, avec

un système de trois axes de repère: Ox, Oy, 0z rectangulaires
et formant un trièdre de sens direct (positif) (c'est-à-dire les sens
des angles (Ctr, Oy), (Oy, 0z), (Oz, 0;r) vus de l'intérieur du
trièdre soit le sens positif de rotation autour d'un axe). Une

portion de droite (appelée « support » ou axe du vecteur)
comprise entre deux points, sur laquelle on distingue une origine
(A) et une extrémité (B) s'appelle vecteur. Nous représenterons
un vecteur par deux lettres désignant, la première l'origine, la
seconde l'extrémité, ces lettres seront surmontées d'une flèche:

ÀB ÔM etc.

Quelquefois, nous emploierons une seule lettre, surmontée
d'une flèche, pour abréger:

-+ -> -u U a A etc.

Tous les vecteurs, qui ont même direction, même sens (par
exemple de A à B) et même grandeur (module, mesure de
longueur) et qui ne diffèrent que par leurs supports sont dits «

pollents ». Au lieu du mot équipollence on emploie couramment
« égalité vectorielle » ou tout simplement « égalité » parce que

i Je suis heureux de remercier Monsieur le Professeur J. Kampé de Fériet des conseils
qu'il a bien voulu me donner pendant la rédaction de ce travail.
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Féquipollence possède les mêmes propriétés que l'égalité
algébrique. On exprime Féquipollence par le signe —, comme en

algèbre.
Dans ce qui suit, je considérerai presque partout des vecteurs

menés de l'origine 0 du système de repère à un point quelconque
M de l'espace.

Vecteurs unitaires. Composantes du vecteur. — On choisit trois
vecteurs unités (c'est-à-dire les vecteurs dont la longueur est

prise pour l'unité) sur les trois axes issus de l'origine et dont le

sens définit le sens de trois axes et on les désigne par: q, Ig, i3.
Les projections rectangulaires du vecteur quelconque sur

chaque axe s'appellent les composantes du vecteur. Soit OM le

vecteur considéré et x, y, 2 les mesures de ses composantes, on a

OM - xi1 4- yi2 -J- zi3 (1)

Dans cette égalité le signe + désigne l'addition géométrique 1

et les mesures #, y, z sont les coordonnées rectangulaires du

point-extrémité M par rapport au système d'axes de repère
définis par les vecteurs unitaires.

Produits des vecteurs. — J'emploie la notation:

ÔMl X ÔM2

pour le produit intérieur, ou scalaire de deux vecteurs, c'est-à-
dire:

OM, X ÔM2 OMj Ô¥2 cos (ÔM, ÔM2) (2)

où ÖMX, OM2 signifient les mesures des vecteurs.
Le produit intérieur de deux vecteurs est alors le nombre

(ou scalaire) égal au produit de leurs mesures par le cosinus

de l'angle des deux axes.
La notation:

ÖM, A ÔM2

désigne le produit extérieur (vectoriel), défini par le vecteur:

ÔMl A ÔMg ÔMi • ÔMa sin (ÔM^ ÖM^) n (3)

i A. Chatelet et J. Kameé de Fériet, Calcul vectoriel, Paris 1923, p. 10.
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où n est le vecteur unitaire, perpendiculaire au plan OMiR^
et tel, que le trièdre (OMl5 OM2, n) est de même sens que le

trièdre de repère.
Les produits symboliques (d'ailleurs indéterminés) de deux

vecteurs, par exemple:
- -+•

AB

s'appellent dyades1. L'opérateur vectoriel formé par une somme
de trois dyades est le tenseur2 du second ordre (ou degré)
J'emploierai la notation:

T AL -f BiVJ + CN (4)

où en général les vecteurs A, B, C et L, M, N constituent deux
trièdres différents. Le tenseur, appliqué par la multiplication
scalaire à un vecteur OM représente un vecteur transformé
OM', de sorte que l'on a:

ÖM7 T x ÖM Â (L x OM) + B (M X OM) + C (N X OM) (5)

Si l'on pose, en coordonnées cartésiennes:

A Aj q + A2 q -j- A3 q

B Bj q -f- B2 i2 -j- B3 i3

C Cj q + C2 z2 -f C3 q
et

—
L Lj q + L2 i2 -j- L3 q

M Mj q -J- M2 i2 + M3 q

M =3 INj q -f- N2 q ~j~ N3 q

OM xix + jq + zî3

l'équation (5) donne:

OM' — E q + y' i2 -j- z' q (6)

1 G-ibbs-Wilson, Vectoranalysis, 3me éd., p. 265.
2 C'est-à-dire tenseur-opérateur au sens de Gibbs, Runge, Spielrein, Budde et

d'autres. La même notion est 1'« homografie » de MM. Marcolongo et Burali-Forti.La notion ci-dessus est un peu différente de celle du tenseur dans le calcul différentiel
absolu (Schouten). Comparer: Bouligand, Leçons de géométrie vectorielle, p. 152 et 295.
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et les composantes x\ y* z' de ce vecteur transformé sont des

fonctions linéaires et homogènes de trois composantes x, y, z du
vecteur original, soit:

x' — ax XX + 2J + a\ 3 3

y a2,\x + a2,2j + a2,3z (7)

z> — a$,\x y ^3,2y y a3,3z ;

il résulte:

«i,k AiLk y^Mk yc^k • i>k 1,2,3.

Le vecteur transformé OM' est alors une fonction linéaire et
—»-

homogène1 du vecteur original OM.
On a d'ailleurs

A (L xOM) + B(M X OM) + G (N X ÔM)

(ÔM X L) A + (ÔM X M) B + (ÔM X N) G (8)

D'après (5) nous pouvons écrire symboliquement:

ÔM' T X ÔM "ÔM X Te (9)

et Tc signifie le tenseur:

Tc LA + MB-)-NC (10)

que nous appellerons — en le rapprochant du tenseur (4) —
tenseur conjugué au tenseur T.

Le tenseur T, comme premier facteur [dans le premier membre
de (8)] et le tenseur Tc comme le second facteur [dans le second

facteur de (8)] donnent le même résultat cartésien (6) et (7).

2. — Objet du mémoire,

a) Pour les nombres imaginaires :

dz dx + idy
^ ^

i Bouligand, Leçons de géométrie vectorielle. 1924. Paris, Vuibert, p. 152 et 295.
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l'expression wdz est une différentielle d'une fonction de la

variable complexe z, quand la partie réelle u et imaginaire pure v

satisfont aux conditions bien connues de Cauchy-Riemann:

Ö IL Ö V Ö u b V
1

^ J

b # ö y à y ö,r

/S) D'autre part Gibbs 2 a introduit les vecteurs imaginaires

(bivecteurs) u-\-iv, où u et v sont des vecteurs réels et il a énonce

quelques théorèmes et des règles concernant ceux-ci.
J'introduis dans le présent mémoire, d'une part, des vecteurs

—*• —
#

imaginaires ux + iu2 comme fonctions d'un vecteur imaginaire
indépendant, c'est-à-dire de OMx + iOM2 et, d'autre part, des

tenseurs imaginaires Tx + iT2, qui ne paraissent pas avoir encore
été introduits dans l'analyse vectorielle et dont les propriétés
géométriques sont très curieuses (voir n° 3).

C'est surtout l'étude des dérivées de ces fonctions qui fera
l'objet du mémoire présent.

y) Pour arriver à la notion de fonctions (vectorielles ou
tensorielles) de la variable vectorielle et imaginaire je dois
introduire des fonctions scalaires vectorielles et tensorielles, qui
ont deux ou plusieurs variables vectorielles et réelles. C'est pour
de telles fonctions de deux variables réelles et indépendantes
OM1? OM2 que j'ai établi la formule:

à2 U / d2u \
— ». (XIII) no 8

b OMj bOM2 \bOMa ôOMj J c

et l'analogue pour la fonction vectorielle Ü. Pour le sens précis de
cette formule, voir n° 8 (XIII) et (XIX).

ê) La condition nécessaire et suffisante, pour que les expressions
différentielles:

u X dOM dOM X T

—
dans lesquelles » et T signifient un vecteur et un tenseur du
second ordre respectivement, qui sont tous les deux fonctions du

1 Sous lesquelles w est « une fonction complexe de la variable 2 ».
2 J. B. Gtibbs-E. B. Wilson, Vector analysis. Yale, 1913, 3me éd., p. 429.

L'Enseignement mathém., 28e année; 1929. 5
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vecteur réel OM, soient différentielles d'une fonction scalaire U,
ou vectorielle U respectivement du même vecteur OM est depuis
longtemps connue. C'est la question fondamentale pour considérer
le champ de scalaires 1 et celui de vecteurs 2.

C'est M. F. Jung (« Ableitungsbildung im räumlichen Grössen-
felde », Zeitschrift f. Mathematik, T. 56, 1908) qui appelle ces
dérivées: « dérivées et différentielles dans l'espace ».

s) J'ai établi dans le présent mémoire en premier lieu les

conditions nécessaires et suffisantes pour que les expressions diffé
rentielles, soit :

(u1 -f- M/g) X (rfOMj + id OMg)

soit:
(l\ -f îT2) x (dÔMj + idÔM2)

soient des différentielles d'une fonction scalaire et imaginaire et
d'une fonction vectorielle et imaginaire respectivement de la
variable indépendante OMj + iOM2. Pour de telles dérivées j'ai
trouvé les formules (n° 9, 10):

Ö //. / Ö Z/9 \ b u

bOM1 \bOMJ „ b OM0 \bOM.

et
b T, / öT9 \ b T. / b F,

b OJVJ, \bOMJ. bOM0 VbOM

(XXII, no 9)

(XXXIV, no 10)

qui ont la forme de formules de Cauchy-Riemann (I) et dont le
sens sera précisé au n° 9 et 10. Je crois que ces équations sont

originales et que leur interprétation géométrique et analytique
est avantageuse. Voir nos 9 et 10 pour les détails.

3. — Algèbre des vecteurs et des tenseurs imaginaires.
a) Bivecteurs. — Gibbs 3 appelle « bivecteurs » des vecteurs

imaginaires de la forme
+ - -a 111 -p iu2

1 A. C hate let et J. Kampé de Fériet, Calcul vectoriel, p. 369, 374.
2 Gr. Bouligand, Leçons de géométrie vectorielle, p. 181.
3 J. B. Gibbs-E. B. Wilson, ioc. cit., p. 429.
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dans laquelle % et u2 signifient deux vecteurs réels et i l'unité
imaginaire. Pour calculer avec de tels bivecteurs il faut garder les

mêmes règles, qui concernent les nombres imaginaires scalaires

(biscalaires, au point de vue de Gibbs).
En premier lieu, l'égalité de deux bivecteurs:

-* 4
U V

4 4 4 4 4 .4
U U1 + iu2 v r, -L n-2 (12)

entraîne deux égalités réelles:

4 4 4 4
//j — ^ </2 (13)

Un bivecteur est nul, lorsque les parties réelle et imaginaire
sont nulles.

Pour faire le produit (n'importe lequel) de deux bivecteurs,
il faut garder la règle distributive et tenir compte qu'on a

toujours:
i. * i2 (14)

n'importe quelle manière de multiplication vectorielle étant
en question, par exemple:

"4 4 -4 4 -4-4ux v (u,+ in2)X (V, + >•»)

X ^ — ît, X it, + i(«, X it, + «j X (15)

» A r K + Î«2) A S + i*t)

"1 A *1 —«2 A ^2 + '("l A ^2 + ^2 A t^l) • (16)

4 4
Le produit du bivecteur ux + par un facteur circulaire

e*'<7 cos q + ^ sin g donne un bivecteur ut + dont les
4 /

^
-4 /

parties réelles u1 et imaginaire pure m sont:

4 / -4 4
ut u± cos q — u2 sin q

- <1:>

u2 — "i sitt q + m2 cos 1 -

4 4
Lorsque et u2 représentent deux demi-diamètres conjugués

d'une ellipse, les vecteurs ut,u2constituent une autre paire de
demi-diamètres conjugués de la même ellipse, de sorte que la
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paire ut, u2 est tournée dans le sens de u2 à ux et Faire de l'ellipse
.Cibalayée par les rayons vecteurs u[ ou u2 fait une partie ~z de

l'ellipse totale1. Chaque bivecteur correspond ainsi à une
ellipse dite « directionnelle », dont les demi-diamètres conjugués

—y- —

sont les deux vecteurs ux et u2.

Pour le vecteur réel (u2 0), cette ellipse se réduit à un
segment de droite et dans un autre cas l'ellipse devient une
circonférence, ce qui se présente, quand l'équation:

— — — — ->• — — —
a X u \u1 -J- iu2) x («j + iu2) — u2 — u* -J- 2iut x u2 0 (18)

subsiste.
H* —^

#

Dans ce cas, wq w2 et «q x u2 0, c'est-à-dire les deux
— —

vecteurs ux, u2 sont égaux en grandeur et perpendiculaires:
l'ellipse devient une circonférence.

Le symbole:
u X u 0 (II)

n'a pas alors la seule conséquence:

u — o

comme dans le cas réel. Plutôt l'équation (II) subsiste pour tous
les vecteurs, considérés plus haut. Gibbs appelle de tels vecteurs
vecteurs circulaires 2.

ß) Tenseurs imaginaires. — Pour exposer la théorie des

différentielles tensorielles imaginaires, il faut encore introduire des

tenseurs imaginaires. On n'en a considéré jusqu'à présent que
quelques formes très simples: (tenseurs i, Burali-Forti :

« Eléments du calcul vectoriel », 1910, p. 47).
Le tenseur imaginaire a, en général, la forme:

T « + iT2 (ill)

1 Une telle rotation est dite « elliptique ».
2 Tel est p. ex. le bivecteur:

OM U + Sj h + £2 U

où si et â2 sont les deux racines troisièmes imaginaires de l'unité. Puisqu'on a:

1 + s^ + si 0

on a encore
ÖM X "ÔM 0
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où T1 et T2 sont deux tenseurs (en particulier du second ordre)
réels et i est l'unité imaginaire scalaire.

a) Les vecteurs réels u se transforment par le tenseur imagi-
naire (III) en des bivecteurs. On a, pour le vecteur u réel:

T x u mm Tj x u + rr2 x u (19)

Le second membre de cette équation est un vecteur imaginaire
(bivecteur).

Le tenseur conjugué au (III) a la forme:

T, (U + i(Ta)c (20)

[voir n° 1 (8), (9)] et il résulte:

T X u u X Tc u x (T1)c -f ill X (T2)c (21)

ß) Les vecteurs imaginaires u -j- i u2 se transforment par
le tenseur (III) toujours en des vecteurs imaginaires. Il vient:

L + i D X pq + iu2)

— Ii X «j T2 X i'2 -f i(lj X «j + X «J (22)

ce qui est un vecteur imaginaire.
L'équation:

T X U h X Tc (23)

subsiste, en vertu de (22) même dans le cas où le tenseur T
—

et le vecteur u sont imaginaires.
D'ailleurs, un tenseur imaginaire peut se représenter sous une

autre forme:

T=AL+BM+CN, (U)

comme dans le cas réel (n° 1 (10)).
A, B, G; L, M, N constituent deux triades de trois vecteurs

imaginaires et arbitraires en général.
Si l'on pose:

"*• -+• -+• •+ ->•
E — + lA2 L Lj -J- ih2 etc.,
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il résulte dans le second membre de (24) :

Ai t-jj A2 L2 J l Aj L2 -f- A2 IJJ
1

T ^ + B, 3VÎ1 - B2 \J2 J i + + B, M2 + B2 M1 (25)

-f- Cj Nj — C2 N2 i [ + c, N2 + C2 Nj

Le résultat, est évidemment de la forme (III).
Je vais établir maintenant que les tenseurs imaginaires ont

quelques propriétés géométriques remarquables. En voici un
exemple: Dans un mémoire «Sur les formules linéaires dans la
théorie des fonctions thêta » (Bulletin de VAcadémie des Sciences
de Bohème, Prague, 1925), j'ai fait une remarque sur un tenseur,
dont la forme à neuf termes a pour déterminant:

l, 1 i

i, e s2

1 i.

(26)

où £1? c2 signifient les deux imaginaires racines troisièmes de

l'unité. Voici quelques propriétés géométriques de ce tenseur:
Soient q, i2, is trois vecteurs-unités orthogonaux, nous

pouvons donner au tenseur mentionné la forme:

T (/, A h + h) + h r V h r' {^)

où r et r' sont deux vecteurs imaginaires conjugués, c'est-à-dire:

et

r, — c —
Vît h) (28)

1. — Quand on écrit les deux vecteurs conjugués r et r' sous

la forme:
-*

r h + e, + £o io

I (29>

Îh + £2 's + '3 •
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on voit immédiatement d'après le n° (3) qu'ils sont circulaires.

D'ailleurs on tire de (28) directement:
3 (30)

ri X r, X i's 2 '

7-j X >20 (31)

—

2. — Pour le produit vectoriel rx A ^2 ^ résulte:

ri A r2 — h + 'j + '3 > (32)

c'est-à-dire, le plan du bivecteur r (le même plan correspond au

bivecteur r') est perpendiculaire au vecteur i1Jr i2 + hi c'est-à-dire

à la diagonale du cube [ix i2 iB] (produit mixte)

3. — Le tenseur (27) est alors de la forme:

T u + T2 r 4- i3 r (33)

et
il. — Ij 4" i2 + /3

Le tenseur T, comme le premier facteur (la transformation
x' T x x) transforme tous les vecteurs x parallèles à u (c est-à-

— —>•

dire perpendiculaires au plan de r]/']) en des vecteurs x' parallèles à

4; les vecteurs parallèles au plan de r' se transforment en des

vecteurs parallèles au plan (i2 i3), qui est perpendiculaire à iv
-4 -4

La transformation x — x X T (le tenseur T y figure comme le

second facteur) est analogue: les vecteurs parallèles à il7 se trans-
forment en vecteurs parallèles à u et les vecteurs du plan (i2 i3)

-> —

se transforment en vecteurs du plan de r. Les deux vecteurs ix
-¥ — — —

et u et les deux plans (i2 i3) et [r] se correspondent.
Le tenseur un peu plus général a la forme:

- - -+ -+ -+
1 1 p 4~ /' s 4~ r' •s'/

dans laquelle r, r'; s, s' sont bivecteurs conjugués (mais, en
général non plus circulaires) de sorte que l'on a:

•+ -»• -> - -/' — Tj 4" 1 V2 ' 6> — Sl + i6>2
(35)
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et les quantités dans les seconds membres sont réelles, a et p

représentent deux vecteurs réels et tels que:

P X S p X s 0
(36)

g X 3 X '' 0,
La transformation correspondante est facile à former.

4. — Dérivées des fonctions scalaires et vectorielles de deux

vecteurs réels ou Tun vecteur imaginaire. Dérivée Tun tenseur

imaginaire par rapport à un vecteur imaginaire.
A côté d'expressions vectorielles déjà mentionnées, j'emploie

encore les notations suivantes :

Vecteur gradient1 de la fonction scalaire:

öU-+ ö U - dU -VU a —i. -f —/„ H /o (I\bx 1 ^ by
2 ^ ôz 3 ^ '

Tenseur-gradient2 de la fonction vectorielle:

vu vu^ + VU2^ + vu3r3 (V)

où U signifie le vecteur :

U Uj ô + U2 i2 -f U3 i3

Tenseur-gradient conjugué:

(VU)C l VU, + r2VU2 + r3VU3 (37)

öU. b u * öu ->

»
Zl À ?2 V '3 '

bx by ös

U unité tensorielle 3 (idem factor de Gibbs):

I i1 -j- /2 i2 -f 4 h • (38)

On a pour un vecteur OM quelconque:

' I X OM ÖM X I ÔM (39)

Le tenseur I définit alors la transformation identique.

1 Chatelet-Kampé de Fériet, Loc. cit., p. 376.
2 Gtibbs-Wilson, Loc. cit., p. 404. — Spielrein, Vectorrechnung, 2me éd. 1926, p. 354.
3 Gtibbs-Wilson, Loc. cit., p. 325.
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5. — Avant d'exposer la théorie des expressions différentielles
formées par les vecteurs imaginaires, il faut introduire et préciser
les notions suivantes :

a) La différentielle d'une fonction scalaire U est un scalaire dU.
Pour que l'expression:

t X d ÔÎM (VJ)

dans laquelle u signifie une fonction vectorielle du vecteur indé-
* >

• - • •

pendant OM soit une différentielle d'une fonction scalaire U du
même vecteur il faut et il suffit1 que la fonction vectorielle u soit
un vecteur-gradient de la fonction scalaire U, c'est-à-dire:

">_?7TT_öU"f öU~* öU"* ir n\u — V U — — z. -p — /„ -|- — /„ (40)
bx 1

by 2 1

ös 3 1 '

ß) On peut écrire symboliquement sous la forme d'une dérivée

par rapport à OM
dû

d OM
V U • (41)

L'expression différentielle (VI) donne alors:

—>- -> —>- a TT —>~
u X d O M VU x d OM ——— x d OM d U (VII)

doU

et la première dérivée (41) est un vecteur.

y) La seconde dérivée: est (voir n° 4 (IV) un
d O M d OM

tenseur du second ordre.
Il résulte:

d2U _ + öU-t ^öU-> z±,öU->
+ («)

et
Aöü ö2Uf Ö2U * ft2U t

bx bx2 ll by bx *2
ös bx

13 '

etc.

d) La différentielle d'une fonction vectorielle U est le vecteur
dU.

i Chatelet-Kampé de Fériet, Loc. cit., p. 377.
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Le produit
d (5m X T T, X d OM (44)

dans lequel T signifie un tenseur du second ordre, dont Tc est le
tenseur conjugué (voir n° 1 (10)) représente une différentielle
d'une fonction vectorielle U du vecteur variable OM sous la
condition nécessaire et suffisante, qu'on puisse exprimer le
tenseur T comme tenseur-gradient (n° 4 (Y)) de la fonction U,
c'est-à-dire:

T VU V Uj Tj Y VU2T2 + VU3T3 (45)

1
c — (V U)^ =3: ii V Uj 4" h ^ ^2 + ^ V

ö U -+• i)iJ -t öUt
— li + '2 + hbx $ y àz

(46)

et

Y à + Y i2 -f u3 (47)

Ui, U2, U3 sont trois fonctions scalaires et indépendantes du
même vecteur variable OM et dans les seconds membres (45)
et (46) figurent leurs vecteurs-gradients.

On a de suite:

dOM x T » Tc X dôiïi d~ÖM x VÎJ
(VIÏI)

(VU) dOM dîj

On développe les tenseurs (45) et (46) en leurs formes à neuf

termes, si l'on prend pour les vecteurs-gradients VUl7 VU2, VU3
leurs expressions en coordonnées [n° 4 (IV)].

e) On peut alors écrire symboliquement la première dérivée

d'une fonction vectorielle U par rapport à OM:

VI) (IX)
dOM

et cette dérivée, d'après cela, précède un tenseur du second ordre

(dyadique, voir n° 1).

t) La seconde dérivée se représente, en vertu
d OM dOAÏ
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du n° 4 (V) et de l'équation (41), comme il suit:

VVU,?! + VVU2?9 + VVU3?3 (X)
dO M

où figurent dans le second membre les gradients du second ordre,

qui ne sont que les tenseurs de la forme:

-+• -*• -* ö U, -+ -> d U1 -* Ä ^ Ui / r n\VVU, V—ïi. + V—-1, + V—, 48
1 ö^r by ös

conformément à l'équation (V) n° 4.

La seconde dérivée d'une fonction vectorielle par rapport au

vecteur OM est alors un tenseur du troisième ordre. (Tenseur

triadique 1).

Tenant compte de (43), (48) et (40), on exprime tout simplement

les tenseurs -4^ et en leurs formes développées
d OM d OM

respectivement en 9 et en 27 termes, ce qui serait superflu ici.

6. — Les fonctions scalaires et vectorielles de plusieurs
variables vectorielles indépendantes.

Dans le calcul vectoriel, surtout dans la théorie des surfaces,
on se sert de fonctions scalaires et vectorielles de deux variables
scalaires indépendantes. Pour exposer la théorie de fonctions
de vecteurs imaginaires (bivecteurs 2 voir n° 3), il faut introduire
les fonctions de deux et plusieurs vecteurs indépendants. Ces

fonctions doivent être tantôt scalaires, tantôt vectorielles et
même tensorielles, comme dans le cas d'une seule variable
vectorielle. Nous emploierons la notation OM^, OM2 pour les

deux variables, ce que signifie par exemple deux vecteurs, menés
de l'origine, et indépendants d'ailleurs.

La mesure de la distance de deux points (ou son carré) est

une fonction scalaire de deux vecteurs menés de l'origine aux
points respectifs. La force, que produisent deux courants linéaires
l'un sur l'autre, est une fonction vectorielle de deux intensités-
variables vectorielles.

1 Gibbs appelle des expressions comme: u v w triades. Vectoranalysis, 281.
2 GrIBBS-W ILS ON, LOC. CÜ., 428.
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7. — Définition. — On dit qu'une fonction scalaire U (vecto-- > —>—
—sérielle U) de deux variables vectorielles OMx, OM2 est définie pour
un domaine û des champs de vecteurs OMx, OM2 (c'est-à-dire

pour tous les vecteurs OMx, OM2 menés de l'origine, dont les

points extrémités se trouvent dans la région donnée Q1, qui
d'ailleurs peut se composer de deux parties distinctes pour
chacun de deux vecteurs) s'il existe une règle faisant correspondre
à toute paire de vecteurs OMx, OM2 appartenant à la région û
une valeur de la fonction scalaire U (ou une détermination à

une équipollence près de la fonction vectorielle U).
Chemin. — Nous pouvons définir un chemin à peu près,

comme dans le cas de variables scalaires. On se donne « une
« >"

suite continue » de variables OMx et OM2 en prenant pour
OMx et OM2 des fonctions simultanées et continues d'une même
variable scalaire (t) par exemple du temps.

Les deux points-extrémités, c'est-à-dire Mx et M2 décrivent
alors deux courbes gauches à l'intérieur du domaine de définition
— ce sont les chemins de deux points Mx et M2.

—>— —>—
Limites et continuité. — La fonction scalaire U(OMx, OM2)

ou vectorielle U(OMx, OM2) a une limite U0(U0) lorsque OMx,

OM2 tendent vers OMlj0, OM2jo quand le scalaire U (OM1? OM2)

(le vecteur U (OMx, OM2)) a pour limite U0(U0) lorsque les points
Mx, M2 se déplacent sur les deux chemins envisagés et passant

par Mlj0, M2jo et tendent vers Mlj0, M2,o et si cette limite est la
même (ou équipollente) sur n'importe quels chemins passant par
les points Mi;o, M2;o.

La fonction U(OMx, ÖM2) [U(OMx, OM2)] est continue pour
un couple OMlj0, OM2;o lorsque sa valeur est égale (ou lorsque
elle est équipollente, dans le cas vectoriel) à la limite, quand
OMx, OM2 tendent vers OMlo, OM2 0.

Les considérations analogues touchent les fonctions tensorielles
de deux variables OMx, OM2.

8. — On appelle une dérivée partielle de la fonction scalaire

U(OMx, ÖM2) [vectorielle U(OMx, OM2)] par rapport à OMx pour

i Et pour des vecteurs équipollents.
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les valeurs OMlj0, OM2q la dérivée de U(OMx, OM2,o) [tqOMj,
>— >- t ^

OM2;o)], considérée comme fonction de OMx, seul, cette dérivée

étant prise pour la valeur OMi,o de la variable vectorielle (voir
no 5: ß), e)).Cette dérivée est alors représentée par la limite

M.' \ lim U(OM, OM2,q) — U(OMt.0, OM,,„)

5 OM, J—-*.ÖIi-,'ÖMr0 OM, — OM.,0
OMi,o

et l'analogue pour l'autre variable. Pour la fonction vectorielle
il faut surmonter la lettre U dans (XI) d'une flèche. Ces dérivées
sont alors vecteurs-gradients partiels (n° 5, ß) ou tenseurs
gradients partiels (n° 5, e) selon qu'il s'agit de la fonction scalaire ou
vectorielle.

^ >-
a) Soit U(OM1, OM2) une fonction scalaire de deux vecteurs

OMj et OM2. Nous poserons:

du Vj U X d OM, + v2 U X dOMl (XII)

et V1U, V2U sont vecteurs-gradients partiels 1:

v,u= _b OM"
1 ö y1 b c,

(49)

où l'on a posé:

bU
_ ôUt ÔÛ4

1

7 1

ôU-*

öÖM^
Ö X'j

1 l2 1

Ö2/l

bU
_

ôU + bü
1 ;

ftU -
öÖM^

~ öx2
h u " '21^

—->-

OM
î h + 2/2 h + *2 h

Les secondes dérivées :

b2U ^ TT
ö2U

v,tu ^ - vll2u
bOMi öOMj öOM2

b2U
'

Ö2IJ
v2,u

b OM„ ö OM, 0OM2

(50)

sont, comme il résulte du n° 5, y), tenseurs du second ordre.

1 Les indices correspondent aux points en question.
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A cause du n° 5 (43) et (49) on démontre aisément comme dans
le cas de variables scalaires, l'égalité remarquable:

ö2U=^ V,su (vMu)t (XIII)
öOM, ö OM2 \ÖOA]2 ÖOMJ

dans laquelle l'indice c signifie le tenseur conjugué (n° 1 (9)).
En vertu de cette égalité, on a:

Ö2 u ——>-X d OM2 \ X dOMj
öOM, d OM2

—ö2U \d OMj X d O M
2 X \ • (XIV)

V ÖOM2ÖOM J
Les équations (XIII) et la conséquence (XIV) mettent en relief

la différence entre les dérivées par rapport aux variables scalaires
et vectorielles, elles sont de grande importance pour le calcul
différentiel avec des variables vectorielles.

En coordonnées rectangulaires (XIII) prend la forme:

Ö2U Ö U HL Ö U ^ ÖÜ4
V1 vv 11 + V1 V7T + V1 77 h

dOiVi^OMjj u"2 02/2 0

öU 44 öH ^ |U
U 2 ^2 2 ~f" V*1 2

ÔX1
2 2 ö y1

3 2 ö z,

A2U

ö OM2 èOMj y c

(XV)

où pour la forme développée de la dérivée dans le second membre
résulte :

ö2U ô2U
h h +

öOM^ ö OM^ ô*"2 ÖXl Öy2 Ô#1

Ö2U

ö2U -4 •4 ö2U

0 .'/•>
h ?1 ]

Ö:2 Ö Xl

ö2U 4 ö2U

öy,
h 4 ^

ö=2 öy,

ö2U -4 -4 Ö2U

öy2 ö;,
72 *3 ~

Ö ^2 ^ ~'l

*1 lO

0^2 Öi/j

Ö2U + •* u ^ y -7- u ^ /vvn'1 '3 + ÄTTT^" '3 !a + 7TTT- '3 '3 (^VI)

et l'analogue pour le premier membre: les indices des

coordonnées sont échangés entre eux; la validité de l'équation
(XIII) saute aux yeux.
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Un exemple. — Pour le carré de la distance de deux points-

extrémités de deux vecteurs menés d'origine, on a :

U d2 (CTm^ — ÔM^) X — OM^)

ÖM^ X ÔM^ + ÖMg X ÖM, — 20M^ X ÖM^ (51)

De là résulte:

dU 2 (ÔM^ — X dÔÎVq + 2 (ÔM^ — ÔMJ X dÖU2 (52)

et les vecteurs-gradients partiels sont:

V, u 2 (ÔMj ôivy

V2 U 2 {ÔU2 — ÖMJ

Les secondes dérivées:

(53)

V1;1U V22U 21 (54)

Vi.aU ** VMU — 21 (55)

et I représente l'unité tensorielle, idem-factor (voir n° 4 (38)) un

tenseur, qui est symétrique d'ailleurs (c'est pourquoi Vo,i U «=

(V24 U)c dans ce cas) et de la forme:

- -+ -* -> -V _ ï rr l \I ix il -|- i2 i2 -]- z3 i3 (XVII)

En général, une fonction:

$(ôï\q ôït2, ÖÄT,) 0

doit représenter une liaison scléronome dans un système de

^-points.
ß) Par analogie, pour une fonction vectorielle U de deux

variables indépendantes OM1? OM2, il vient:
— —>

dUÔïvi7 x NE+ dÖM~2 X -4L (XVIII)
öOivq 0 OM2

(voir n° 1 et n° i, e). Les dérivées partielles qui y figurent
sont des tenseurs du second ordre aisés à développer à l'aide du
n° 4 et n° 5. — Les secondes dérivées partielles d'une fonction
vectorielle par rapport aux vecteurs OMx et OM2 sont (n° 5, £)) des
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tenseurs du 3me ordre 1 (triadiques) dont les termes, qui
correspondent sont par exemple:

ö2üi
'3 h li ' V: T~~" h li li. >

1 — 1, 2, 3
ö z2 5 xx

A 1 1 0 -j ö ,r<>

Les indices, qui se rapportent aux coordonnées sont échangés
entre eux dans les deux dérivées. On peut exprimer cette
circonstance symboliquement:

ö2U / ö2U

ö OM, ö OM, \ ö OM2 Ö OMj / c

(XIX)

ce qu'on peut prouver en outre en tenant compte de (Ç) n° 5.

9. — Dérivées par rapport à une variable vectorielle imaginaire.
Fonctions vectorielles de la variable vectorielle, imaginaire,
a) Considérons l'expression différentielle de la forme:

(u1 -f iu2)(dOMj -f- idOM2) (XX)

—>-
Le vecteur OM soit un bivecteur:

ÖM ÏÏM^ + iôÂÎ^

les vecteurs ux et u2 soient deux fonctions vectorielles réelles

de deux variables vectorielles OMx et OM2. Dans quelle condition
l'expression (XX) est-elle une différentielle d'un bivecteur ?;

c'est-à-dire cherchons la condition, sous laquelle le bivecteur

ux + iu2 est une fonction du bivecteur OM + fOM2.
N'importe quel produit (scalaire ou vectoriel) représente l'expression

(XX) ; on a toujours — 1 et le résultat de la multiplication

est dans tous les cas:

(f/j -4- i u2) (dOMl -f- idC)M2)

(u2 -f- iu2)dOÎVIj -j- ("1 + iu2)dOM2 (XXI)

et
-¥f -¥ -W -*
ut — u2 a % — z/j (56)

1 N° 5, "C).
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La transformation ci-dessus correspond à une rotation

elliptique (voir n° 3) d'un angle de ~ dans l'ellipse directionnelle.

Les deux bivecteurs:
-* -* —,
Ux 4- m2 ut + iu2 (o7)

peuvent être regardés comme « parallèles », parce que les conditions:

— — —
t —,

«q + i il i {«! -f- * tt2)

K + i'w2) A K — *«l) ~ 0 (58)

sont remplies.
L'expression (XXI) se compose de deux parties plus simples,

dont nous ferons l'objet de nos considérations.
ß) Différentielles scalaires. — Que le produit dans le premier

membre de (XX) soit le produit scalaire. Dans le second membre
il résulte :

(u1 + i u2) X d OMj -f (ul -f iu2) X d OM2

laquelle expression, en accord au n° 8 (XII) est la différentielle
totale d'une fonction imaginaire scalaire U-L-f i U2 sous les conditions

suivantes [(XII) et (49) n° 8]:

"i + iw2 Vj (Uj + i U2)

-, - (59)

iq -f iu2 =-V2(U1 + i U2)

Partageons les deux parties: réelle et imaginaire de ces équations

en vue de (13) n° 3. On obtient:

"i ui ' w»

-, - (6°)
— u2 V2 U, ih V2 U2

En considération du n° 8 (XIII) nous avons le résultat
remarquable :

ôÔM (XX,.,
)Mj \ÖOM2/c ÖOMs \èOM,/[

Ce sont encore lés équations différentielles partielles de la forme
Cauchy-Riemann (I) n° 3, comme dans le cas scalaire, mais, les

L'Enseignement mathém., 28e année, 1929.



82 K. DUSL

dérivées qui y figurent sont des tenseurs du second ordre (n° 5, e))r
l'indice c signifie le tenseur conjugué. On les développe en forme
à neuf termes à l'aide du n° 5 (45), (46) et (47) comme il suit.

En coordonnées cartésiennes les formules (XXII) prennent,
une forme assez curieuse.

Si l'on.pose:

"2 «2,1 h + "a,2 h + "2,3 '3 >

on a d'une part:

(61)

ôOMj

et d'autre part:

V, », V, uh,Uv,«1,8 + V, H1)S (62),

(^J>^ (V2 ilV2«2,t»2,2 + h ^2 «2,8

ö -> ö //« ö IU -^ ri c-5i.
(63)

Les indices des opérateurs vectoriels se rapportent auxpoints-
—extrémités de deux vecteurs OMx, OM2. En rapprochant les

seconds membres de (62) et (63) en vertu de (XXII), il vient:-+-+-*-+ Ö lu •+ ö u9 - à u9
V, u. — V, ». — V. u, — (XXIII)1 M öx, 1 '>* ùy2

1

ö*2
1

De la seconde équation (XXII) résultent par un calcul analogue
trois équations:

<V3 * ô«2 ô«2. (XXIV)
V2 i/, — V9 i/- 2 — 7— V2 u — ;— v '

2 l,1 2 1,2 Ö yx
2 *'8 ö

Le système de six équations justement trouvées est équivalent
au système de 3 X 6 18 équations en coordonnées rectangulaires
de la forme:

<> t/j 1

_
ö»2,l ö"i,i ^ »2,1

d .Ï\ d .r2 0^2

à f/1^l »2,2 ÖMi
U1

^ "2,2

àVi ù ;r2 ÔÎ/2

dui t Ô"2,8 Ô«l,l Ö "2,8

i>zt â it 2 ÖJ2 ö.r1

(XXV)
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et 12 analogues, dont les premiers membres sont formés par des

dérivées partielles de fonctions scalaires wi}2, Wi,3 par rapport
aux variables zu x2, y21 zz-

Les six équations du système ci-dessus forment trois systèmes

d'équations de Cauchy-Riemann, que voici (comparez n° 1 (I)):

Ö

_
8 «1,2 8 «1,2 8 «2.2

<>.r1

0 "J,I

ö.r3

Ö»J.,

ö 2/l

Ö «1,2

ö2/a

8 «2,2

^2 Ö «t'j

8 «1,8

8 2/2

8 «2,3

8ï/i

ö=i ö "

(XXYI)

Ö "o

ü u9

y) En vue de (XIX) n° 8 et n° 5 Ç) on peut écrire de (XXII) les

équations du second ordre:

82 », f 82 »,
—*-2 ' l ^

ö OM, \ö OM2

82 »2 + / ö2 ll2

ö OM/ \ö ÖÄ-t/

0

(XXVII)

0

conformément au cas réel. Les premiers membres de ces équations

sont des tenseurs du troisième ordre et l'indice c a la signification

expliquée au n° 8 (XIX).
En coordonnées rectangulaires résultent de (XXVII) les

équations du second ordre:
52 "1,1

0

^"2,1

0^2

(XXVIII)
0

c) xt ùx2

et quatre analogues pour des fonctions w1}o, (111/3, u2,3) et

pour les variables indépendantes yx, y2 (%, z2).

Quand les conditions (XXII) et (XXVII) respectivement sont
remplies l'expression considérée (XX) est une différentielle totale
d'une fonction scalaire imaginaire, c'est-à-dire:

(Iq + iu2) x (dÔM^ + idÖMl) rf(Ux + iU2) (XXIX)
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5) Considérons encore une autre expression différentielle, plus
simple, où figure une différentielle imaginaire d'un seul vecteur.
Tandis que dans la différentielle considérée au 9 n° a), ß):

rfOMj + ù£OM2 jouent un rôle deux vecteurs indépendants, nous

pouvons former une autre différentielle rfxOM + id2OM à l'aide
de deux différentielles distinctes du même vecteur OM, c'est-à-—>dire ^OM et d2OM. Considérons une différentielle formée
conformément à (XX) du n° 9 mais à l'aide de la différentielle justement

définie:

d'Y (ux + iu2) X (<ù ÔM -f ÔM) (XXX)

Les vecteurs % et u2 sont deux fonctions vectorielles d'une
seule variable OM. Après la multiplication, le second membre de

(XXX) prend la forme:

d'Y (u1 -f- iu2) x dx OM -f- (— u2 -f i X OM (64)

En vue du n° 5 a) on trouve aisément les conditions nécessaires

et suffisantes, pour que l'expression (XXX) soit une différentielle
d'une fonction imaginaire, scalaire.

Les voici:
ui -f- i u2 V (IL -|- i u2)
^ (XXXI)

— u2 -f iux V (— U2 -f iUj) ;

—>-
Uj et U2 sont deux fonctions scalaires du vecteur OM, le vecteur
gradient se rapporte au point-extrémité M. D'ailleurs, les deux
équations (XXXI) sont identiques et elles fournissent des

conditions :

ux vu, u2 VU2 (XXXII)

Les conditions intéressantes (XXII) et (XXVII) du n° 9 n'ont
pas d'analogie dans le cas actuel, les conditions ci-dessus, beaucoup

plus simples, les remplacent.
Quand les équations (XXXII) sont satisfaites nous pouvons

mettre la différentielle (XXX) sous la forme:

d'Y V(U, + ïU2) X dxOM -f (— u2 + |U,) X d2 OM

dx(\Jx -f *U2) -f d2(— U2 + tU,) (65)



VECTEURS ET TENSEURS IMAGINAIRES 85

10. — Fonctions tensorielles de la variable vectorielle imaginaire,

oc) Considérons alors une expression différentielle:

(dÔM[ + idÔNV) x (ri\ + rr2) dÔM, -x (Tj + rr2)

+ d~ÖM2 X (Tt + i Ta) (XXXIII)
dans laquelle (voir n° 9 (56))

T; - T2 T; T, (66)

Pour que l'expression (XXXIII) soit une différentielle d'une
fonction bivectorielle U3 + iU2 composée de deux U1 et U2, qui
sont fonctions réelles vectorielles de deux vecteurs réels, variables

OM-t et ÖM2, il est nécessaire et suffisant qu'il soit (n.° 5, â)

rl\ + iT2 V1 (Uj + i u2)
(67)

Ti + i T2 — V2 (l 1 + it2)

De là résulte, comme au n° 9:

Ï5 - V,u5
(68)

T2 -T;=^1IT2 - V2U1

Les tenseurs-gradients, qui figurent ci-dessus sont des gradients
partiels (n° 8 (XI) ; les égalités, en vue du n° 8 (XIII) prennent la
forme remarquable:

ôT, / ôT, \ -ôT, V\\ \
ööm;

~ ^~ <XXXIV>

analogue à celle du n° 9 (XXII) et du n° 1 (I), mais les tenseurs,
qui y figurent sont du troisième ordre (voir n° 8 ß) et l'indice c

a la signification expliquée dans le même numéro 8 (XIX).
Si l'on pose:

Tt — A1L1 -f B, M, -f Cj Nj
(69)

I
2 A2 L2 -j- H- ^2 g '

il vient pour les dérivées (n° 5, £))

-==b^ViAiLi +A1V1L1 +
ÔOMj

(70)

V2 A, I,, -j- A2 V2 L2 +
ôOMj
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Si l'on écrit les deux tenseurs du troisième ordre (70) en des

formes :

\ ~ 2 1 ' i 4~ 2 J
2 h 4" 2 1

3
0 >

öOMj
(XXXY

0 1

\ 2'L h 4- 2T2 0 + 2T31
b O M

2

où 1T1, 2T2, 3T3 et c signifient des « composantes » c'est-à-dire des

tenseurs du second ordre on a:

(4M (4)4 + (4)4 + (MC (xxxvi)
VöOM Jc

L'indice c dans le second membre de (XXXVI) indique des

tenseurs (du second ordre) conjugués (voir n° 1, (9)). En même

temps dans le premier membre, il signifie un tenseur du troisième
ordre « conjugué » d'après le sens du n° 8 (XIX).

En rapprochant la première équation (XXXV) et (XXXVI)
en vertu de (XXXIV) on obtient des systèmes d'équations en
coordonnées rectangulaires analogues à ceux du numéro précédent.

ß) Beaucoup plus simple est la condition désirée pour une
expression différentielle de la forme (voir n° 9, $))

(dt ÔM + id2Ô~M) X (Tj M irr2)

Les conditions (68) sont dans ce cas:

r[\ V \J1 Tg V U2

Les tenseurs du second ordre Tx et T2 doivent représenter deux
* ^

tenseurs-gradients distincts par rapport au vecteur variable OM.
Ce qui est en accord avec le n° 9, d.

Prague, novembre 1927.
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