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TRANSFORMATIONS A VARIABLES SEPAREES 235

toutes ces variables) sont les solutions indépendantes d’un
systéme complet d’équations linéaires aux dérivées partielles.
Ces équations, indépendantes dans le cas général, sont obtenues
en annulant les coefficients des arbitraires £, », &', 2, ... dans
la variation Jf d’une fonction de toutes les variables introduites
(nous gardons le symbole ¢ pour les transformations prolongées).
Il ne sera pas nécessaire d’écrire les équations de ce systéme, mais
seulement de connaitre le nombre des solutions; en opérant sur
les équations des caractéristiques du systéme, on sera ramené
a former les combinaisons ¢ f = 0 par élimination de &, 4, &', 7', ...
entre les équations donnant les variations de u, ¢, des coefficients,
et de leurs dérivées. |

On remarque qu’en dehors des constantes, aucune fonction
de u, ¢ seuls n’est invariante; on pourra donc faire abstraction
de u et ¢ au nombre des variables indépendantes en ne comptant

O f d

ite, les ¢ ions — = ¢, — = 0 & satisfaire
pas plus, dans la suite, les équations =0 7 a sa

par tout invariant; autrement dit, on n’utilisera pas directement
les équations (1).
Dans ces conditions, on obtient en général, jusqu’a 'ordre n 1,
n—~+ 1) (n 4+ 2)
2
n 1 ;
5— [k (n+ 2) — 4] inva-
riants jusqu’a ordre n inclus, dont k (n -+ 1) — 2 pour cet ordre.
Nous rencontrerons aussi des équations invariantes: dans une
premiére étude, nous laisserons de coté tous les cas particuliers.

inconnues

un systeme de 2 (n + 1) équations a k (

et cecl laisse prévoir Pexistence de

CONSERVATION D’UNE FORME DE PFAFF.

6. — Invariants et paramélires différentiels du cas général. —
Soit la forme de Pfaff

w = Au, v)du + B(u, vjdv (3)
& conserver par les transformations 3; il faudra

3w = (A — Af)du 4+ (3B — By)dv = 0
SA = A¥ 8B = B/ (4)

1 Comme il a été expliqué plus haut, I’ordre n que nous attribuons & un invariant est
Pordre de dérivation & partir des coefficients des formes ou équations différentielles
qui interviennent (et nous ne traitons que des formes et équations du premier ordre).
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soit 2 équations de condition pour les coefficients A, B. On
prévoira donc n (n + 1) invariants jusqu’a 'ordre n, et 2n
nouveaux pour cet ordre.

A = 0, B = 0, sont des équations invariantes; dans le cas
général, A == 0, B 3= 0, nous poserons

« b

A —e B =e

(e étant la base des logarithmes népériens, désignés par le sym-

bole log).
En partant, pour 'ordre zéro, de

£/ 6b —= [I, 0]

~
o =

puis, utilisant les formules (2') pour les dérivées partielles, on
obtient
105’ +' E" 8001 junmand /)017], + 7]"

I

O, =
L. 1]

Wy e ~ — ./
/ 6b,y = byt By, == ay, 1,

d’ou, si ay 2= 0, by 7= 0, les deux invariants du premier ordre

4 = l)me'a M= e_b (5)

En modifiant la méthode de Lie par celle des parametres
différentiels de M. Tresse, nous introduirons les parameétres?!

S M=let" S f=[ye” (6)

P [Fpp—
a__.ﬁu/) H....s‘ya

Nous substituerons alors aux deux derniéres équations [I, 1]

les suivantes
5 =0 1

oo = 0 )

utilisées & leur place dans les dérivations; le prolongement
jusqu’au 2me ordre donne

3 ~ ’
’\ Oayy = 2ay,5" + a,, 5" g 0byy == 2by,n’ 4 by 0" 4 0"
~ — };/ o i
? Wiy == gy 5 0%y, == %y [, 2]
N —_— — !
8B = By ¢ 0By = Bpi

r Nous définissons ici les opérateurs différentiels 3,, et 3, appliqués & une fonction f,
invariante ou non, et appelons parameétres différentiels de f les expressions 9,,f et 3,73
nous justifions au N° 13 qu’il y a bien 14 un procédé de formation d’invariants & partir
d’un invariant f (ou de certaines autres expressions, comme a et b).
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d’ol les quatre invariants distincts d’ordre deux

W= a,e " 0 = B¢ 0= g,e == [, et (7)

=9 a—2520b 0=38,6=23,9,« o =J a=3,3,0

2
b =3 =23 a

avecl

lpm
l
(6]
Lo
I

7. — Pour le troisiéme ordre, nous substituerons aux quatre
derniéres équations [I, 2] les équations

So=0 30 =0 So=0 =0 I, 2]

mais alors les dérivations donneront 10 équations au lieu de 8;
le systéeme complet obtenu aurait 8 équations & 22 inconnues
au lieu des 8 équations & 20 inconnues devant fournir 12 invariants,
dont 6 nouveaux; les 8 nouveaux invariants ainsi formés comme
parameétres différentiels des précédents ne sont plus distincts,
les parameétres d’ordre supérieur étant liés par les relations de
structure, qui remplacent les égalités entre dérivées partielles
différant seulement par la succession des dérivations. En effet,
pour une fonction f

Tudol = (f” = o 3Vf)e——(l, T3 [ = <fu e — g, 3u_/> e (8
(3”‘30)/'— (Ju&u V u)/ == [-3'”’ a,&vl’ (9)

SiS,fet S,f sont des invariants, $,3,f et $,5,f ne sont done
pas distincts; on peut leur substituer I’expression symétrique

.;_(.%3‘, + 8,9/ = f et ?(03 [+ E,0)
ou encore le paramétre différentiei du second ordre S.f
Sl = fr Y (10)
Pour les 6 invariants distincts du 3me ordre, on pourra choisir

2 2 .
‘9 gf’ Su(” Sltva uvB ‘9 -9”‘@

142
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Pour les ordres suivants, le calcul se continuera de méme en
ne conservant, des dérivées de a et b, que celles de la forme ay,
et bon, et substituant aux autres les dérivées premiéres des
derniers invariants obtenus; ceci revient & I’emploi exclusif des
paramétres différentiels qui, & partir de « et 3, fournissent, dans.
le cas général, tous les invariants distincts d’ordre supérieur:
nous dirons que les invariants du 1€ ordre, « et (3, sont les.
invariants essentiels de la forme ®.

8. — Cas particuliers. — Soit B = 0, par exemple; on rencontre
alors, pour le 1¢r ordre, ’équation invariante ay, = 0: si cette-
équation est satisfaite, la forme @ = A (1) du n’a aucun invariant.
Si ay; = 0, on pose a,; = €° et 'on rencontre, pour le 2me ordre,
Iéquation invariante ¢;, = 0, c’est-a-dire a;; = 0: si cette
équation est vérifiée, la forme ® n’a de nouveau aucun invariant,,
et est du type @ = A, (u) A, () du.

Si¢;; 72 0, on obtient au contraire 'invariant essentiel du
2me ordre

T =c,e % =—"e" (11)

puis, par '’emploi des parameétres différentiels f,;, e et fo e©
successivement les invariants d’ordre supérieur.

De méme, dans le cas général, si on s’arréte a ay, = b,, = 0, la
forme w = A (u) du + B (¢) dv n’a pas d’invariant; mais si une
seule de ces équations est satisfaite, on obtiendra un invariant
essentiel, & partir duquel les opérateurs différentiels &, et S,
fournissent les autres. )

On arrive donc rapidement, dans les cas particuliers, soit & une:
forme privée d’invariants, soit a la constitution des deux para-
metres différentiels nécessaires et, plus ou moins tot, a la for-
mation d’invariants essentiels d’out découlent les autres; nous.
reviendrons d’ailleurs surles procédés de formation des invariants.

9. — Conditions suffisantes d’équivalence. — Quand on sait.
former les invariants, généralement en nombre illimité, d’une
forme @, il reste & voir combien de ces invariants suffisent, par-
les relations qui les lient nécessairement, a caractériser une telle:




TRANSFORMATIONS A VARIABLES SEPAREES 239

forme vis-a-vis des transformations 2; je dis que, dans le cas
général, «, B3, w, 6, ¢, ¢ sont de tels invariants suffisants.

Supposons, en effet, que « et 8 soient des fonctions distinctes
de u et ¢, et considérons le symbole ¢ comme affecté a la trans-
formation infinitésimale d’un groupe qui, a priori, est formé de
transformations générales 1. Imposons-nous les conditions, qui
devront étre compatibles '

I
o7
<o
I
=]
T
)
S—

oo

dw == 00 LID = 0 ('13)

I
I

D
i

En développant les équations (13) en tenant compte de (7) et
des formules (2), on obtient

S do = o (&, — 5a) + e on,y =0

30 =0 (£, — 3a) 4+ ey, = 0

‘

13
By = ea—bwgm + 9 (1, —80) =0

0 = 3a-b%o1 + (1, — 30) = 0

D (. f)

D(u, v
différent de zéro, ces équations donnent,

Le déterminant fonctionnel = %V (¢ — O o) étant

g nlo:€0120

6b = ny, = v’

Donc les transformations IT se réduisent & des transformations 3,

par lesquelles la forme @ est bien conservée, puisque dw = O.
C.Q.F.D.
10. — Si « et 3 n’étaient pas indépendants, ¢’est-a-dire si
wd — o = 0 (14)

cette équation étant jointe a l'une des équations (12), soit
da = 0, les équations (13) se réduiraient A deux, par exemple
d» = 0, dp = 0. Il faudrait prolonger les conditions imposées par

8,9ut_u = BSVUJ =0 (15)
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D (a. w)
D(n, v)
D (1 . m)

qui, sous la réserve = 0 , permettent a nouveaud’obtenir

; x , . . D (. o)

les equatlons (4"). S1 D) = 0, D)

du¢ etdyo remplaceront celles en dyn et dyw .
S1’on a simultanément

# 0 , les équations en

[) (d. y (J)) )
D(u, v) b D, ¢ O‘ L, v) (16)

il en est de méme de tous les déterminants fonctionnels formés
pour deux invariants; tous les invariants sont donc fonctions
d’un seul, soit . On pourra, dans ce cas, adjoindre aux équations
dae = 0, dw = 0, dg = 0, les conditions

S
Ny = Sop = 0

pour revenir aux conclusions précédentes.
Dans les cas particuliers du n° 8, on trouvera, en procédant
; 9y 9
de méme, les conditions suffisantes qui caractérisent chaque cas.

11. — Les résultats précédents peuvent étre présentés d’une
facon un peu différente, qui dépend plutét de I'identification
directe de deux formes w et w; si celles-ci sont équivalentes, les
conditions nécessaires sont les égalités, chacun-a-chacun, des
invariants distincts de tous les ordres, calculés pour les deux
formes, et cette suite d’égalités constitue aussi les conditions
suffisantes d’équivalence.

On voit, moyennant des hypothéses équivalentes a celles du
numéro précédent, que certaines de ces égalités suffisent a
entrainer toutes les autres. S

Pour « et 5 fonctions distinctes de u, ¢ (a et ﬁ de u, ¢), ces
conditions seront

o =0 B= 8 (17)

relations entre u, ¢, u, ¢ déterminant un nombre fini de corres-
pondances, et

g
I
g
I
@)
—
Q
=
N
=y
l
(=)
I

O, ) e=¢==C(,f
b=¢="V(, £ (18)
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les fonctions @, ©, ®, ¥ ne pouvant d’ailleurs étre choisies arbitrai-
rement, mais ayant été calculées sur une des formes, ® par
exemple, afin de satisfaire aux relations?!

S (‘su S(’) %
| (3.9,)8

1l

—_ G
7,0 — .3‘,0) = [t oo

S0 — 8,0 =p0 —ab

W

(19)

Il

De méme, dans le cas ou « et 5 ne sont pas indépendants, il
faut voir comblen d’égalités entre invariants distincts de @ et
@, compatibles en u, ¢, u, ¢, suffisent & entrainer les egahtes entre
les invariants eorrespondants suivants, et si ces egahtes se
réduisent & une ou deux indépendantes. Dans le dernier cas
indiqué au n° 9, ou les 6 invariants «, 3, m, 4, 9, sont fonctions
d’un seul, soit «, il en est de méme de tous les invariants de @,
et les conditions suffisantes

wl
I
o
I
=
=
I
€
I
)
=
(=]
I
o
I
@
=

o4 = o9

p=p==>0( $=4=T() (20)

assurent I’équivalence des deux formes @ et ® qu’on peut mettre
en correspondance par une infinité de transformations 3, dé-

finies parlaseulerelation o = «; les fonctions @ et W sont d’ailleurs
données ici par

dB d
O@)=7—Q@ W= df‘ b (a) . (20')
12. — Méthode d’vdentification directe. — L’exemple simple

des formes de Pfaff va nous servir & montrer qu’en identifiant
directement deux formes et w, supposées équivalentes, on peut
obtenir de la méme facon que par la méthode de Lie (qui ne
nécessite cependant pas les équations finies des transformations),
les procédés de formation des invariants et les conditions d’équi-

! Lia recherche des conditions suffisantes pose en réalité des problémes distincts:

1°, reconnaitre si deux formes données @ et g sont équivalentes (2); 2°, étudier le systéme

des équations intrinséques (18) définissant une méme classe de formes de Pfaff équiva-
lentes (%), les fonctions 2, &, &, ¥, de « et ¢ devant satisfaire aux équations aux
dérivées partielles (19). Nous lalbsons de coté ce dernier probléme dont on pourrait
aussi ‘supposer une solution particuliere connue.

Nous remarquerons encore qu’on peut parfois intervertir le role de@ mvarlants a’ ordre
inférieur « . 2 et de deux autres des invariants utilisés.

[’Enseignement mathém., 27 année; 1928. 16
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valence. Nous partons ici des équations de transformation ()
et de I'identité

®=A(u,v)du 4 B(e,v)dr = A(u, vjdu + B(u, v)dv|i= 1
En substituant aussi

du = U'du dv = V'dy (21)
on obtient

A= AU B = BV - (22)

ou, dans le cas général

6% = AU e — PV [, 0]

Il s’agit, par les dérivations successives de ces relations, et
les éliminations de U’, V', et leurs dérivées, d’obtenir les expres-
sions en a, b, et leurs dérivées partielles (u, ¢, n’intervenant pas
directement) égales aux expressions correspondantes formées

pour @, qui constituent les invariants cherchés. On a d’abord
S 19 = ;(10)UI + (log U')’ by, = 5(01)\/'/ + (log V,‘)’

- - [1" 1]
? byo = /)(10)U/ oy = “(01)\7'

d’ou, en éliminant U’ et V' entre les équations [I’, 0] et les deux
derniéres équations [I', 1]
B , A

0 le — a 01 (5/)

B an¢ = Xp

—

T
fx.—bme ==

>

En substituant aux derniéres équations [I’, 1]
@ = p=F [, 1]
et poursuivant les dérivations, on obtient

[ agy= 4-(20)U/2 - ;‘(10)UN + (log U)" bos :hl;(oz)v’2 . 5(01)V" + (log V,)”
%10 = ;(10) U’ %o1 = 3(01)\", [, 2]
S0 = x@( 10) U Bor = B(Ol)vl

puis, en éliminant de nouveau U’, V' avec les équations [I’, 0]

on retrouve les invariants distincts du 2m¢ ordre w,0,¢,¢. On
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substituera ensuite comme précédemment aux quatre derniéres
équations [1°,2] "

W= il

I

[, 2]

W

o = 9@, L!/:

et on tiendra compte des relations entre les dérivées de ces equa-
tions, exactement comme au n® 7. Dans les deux méthodes, on
compte de la méme facon les invariants distincts des différents
ordres; dans la méthode de Lie comme dans celle-ci, on ne fait
que des combinaisons linéaires des équations obtenues aupara-
vant, en particulier pour obtenir les combinaisons intégrables des
systemes complets; on se raméne donc toujours & des problémes
d’élimination.

La discussion des cas particuliers se fait de méme; celle des
conditions suffisantes d’équivalence peut aussi se faire comme

“aux n% 9 et 10, en partant directement ici de deux formes w et @.

13. — Formation et interprétation des invariants. — Dans la
méthode des parameétres différentiels, on peut utiliser d’abord
différents parameétres linéaires, puis, & partir d’eux, en former
d’ordre supérieur servant aussi a construire les invariants.
La méthode d’identification directe met de méme en évidence
divers procédés de formation des invariants; & ¢oté des invariants
absolus on est amené & considérer des expressions qui, dans une
transformation, sont reproduites & un facteur pres, dépendant
des arbitraires de la transformation.

Nous réserverons le nom d’invariants relatifs (comme en géo-
métrie projective) aux expressions pour lesquelles ce facteur est
une puissance du déterminant de la transformation, ’exposant
de cette puissance étant le poids de I'invariant. Les transforma-
tions 2; et 2, intervenant pour former les transformations ¥,
nous considérerons des invariants relatifs (Z;), (Z,), (2), de
poids p, solent des expressions ry, 'y, 1, satisfaisant respectivement,
a

r,=UPr  ry=V'"Pr, = UV, (23)
et caractérisées dans la méthode de Lie par

oy =—pn¥ Bry=—pry Br=—pr(E ) (29)
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Le produit de deux invariants relatifs, (£,) et (8,), de poids
p, est un invariant relatif (X) de méme poids; le rapport de deux
invariants relatifs du méme groupe et de méme poids est un
invariant (%) absolu.

Nous considérerons aussi des formes différentielles invariantes
ou covariantes relatives, ces derniéres caractérisées par leur
poids; ainsi du et dv sont des comitants relatifs, (X,) et (3,), de
poids (+ 1), A et B des invariants relatifs (Z;) et (2,) de poids
(— 1): d’ou les formes invariantes Adu et Bdy¢, conservées
séparément, ainsi que, par exemple, la forme quadratique ABdudy
et la forme extérieure AB [dudv], élément de I'invariant intégral
S JAB [du dv].

Tout invariant ou comitant (I1) est nécessairement invariant
ou comitant (2); ainsi de Adu et Bdve, on déduit les covariants
bilinéaires

[dA du] = — A, [dudy] [dB dv] = B,, |dudy]

et les invariants intégraux correspondants; d’oti aussi les inva-
riants o et &, et la condition o = (3 exprime que la forme @ est une
différentielle exacte!. Un invariant f donnera les invariants
relatifs f,, et f,;, respectivement (X,) et (3,), de poids (— 1),
& '\ . 4 . - /
puis les parametres différentiels %ﬂ et & seront de nouveaux
invariants; on peut encore partir des formes invariantes f,, du
et fo,; dv. De méme, les formes quadratiques de différentielles

donnent comme invariants les courbures de Gauss; etc. Dans les

invariants déduits de f, citons holo ot Tu. 5 partir de deux

AB AB’
: : f10 &1+ o1 £10 T10 8ot — Fo1 210
invariants f et g, on aura D et i : dans

les théories géométriques, on rattachera ces invariants aux
paramétres différentiels du plan et de la théorie des surfaces.

Les relations entre les diverses méthodes étant suffisamment
établies, nous ferons surtout usage, dans la suite, de la méthode
de Lie et des parameétres diftérentiels. '

1 Le covariant bilinéaire d’une forme @ est en effet

@’ = (B1o = Aot} [dudv] = AB (0 — &) [du dv)
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