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toutes ces variables) sont les solutions indépendantes d'un
système complet d'équations linéaires aux dérivées partielles.
Ces équations, indépendantes dans le cas général, sont obtenues

en annulant les coefficients des arbitraires £, y?, £', /?', dans

la variation df d'une fonction de toutes les variables introduites
(nous gardons le symbole d pour les transformations prolongées).
Il ne sera pas nécessaire d'écrire les équations de ce système, mais
seulement de connaître le nombre des solutions; en opérant sur
les équations des caractéristiques du système, on sera ramené
à former les combinaisons df 0 par élimination de £, y?, £ ', r, %

entre les équations donnant les variations de m, c, des coefficients,
et de leurs dérivées.

On remarque qu'en dehors des constantes, aucune fonction
de m, v seuls n'est invariante; on pourra donc faire abstraction
de u et v au nombre des variables indépendantes en ne comptant
pas plus, dans la suite, les équations ~ o >

0 à satisfaire

par tout invariant; autrement dit, on n'utilisera pas directement
les équations (1).

Dans ces conditions, on obtient en général, jusqu'à l'ordre n 1,

un système de 2 {n + 1) équations à k O + 1){n H- 2) inconnues
n -4- 1

et ceci laisse prévoir l'existence de —y— [k (n.+ 2) — 4]
invariants jusqu'à l'ordre n inclus, dont k (n + 1) — 2 pour cet ordre.

Nous rencontrerons aussi des équations invariantes: dans une
première étude, nous laisserons de côté tous les cas particuliers.

Conservation d'une forme de Pfaff.

6. — Invariants et paramètres différentiels du cas général. —
Soit la forme de Pfaff

Ctf EE A (u r) du -f- B (u d) dv (3)

à conserver par les transformations 2; il faudra

%U5 (8 A — A du + (8B — By]') dv — 0

8A =t A£' 8B m BV (4)

i Comme il a été expliqué plus haut, l'ordre n que nous attribuons à un invariant est
l'ordre de dérivation à partir des coefficients des formes ou équations différentielles
qui interviennent (et nous ne traitons que des formes et équations du premier ordre).
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soit 2 équations de condition pour les coefficients A, B. On

prévoira donc n (ra + 1) invariants jusqu'à l'ordre n, et 2n

nouveaux pour cet ordre.
A 0, B — 0, sont des équations invariantes; dans le cas

général, A ^ 0, B ^ 0, nous poserons

(e étant la base des logarithmes népériens, désignés par le symbole

log).
En partant, pour l'ordre zéro, de

Ç' ob Z= Y/ [I, 0]

puis, utilisant les formules (2') pour les dérivées partielles, on
obtient

o#10 — b Ç f) ^oi — ^oi ri "b b
< [b 1]

5/;io bio? S«o. "oiV

d'où, si am ^ 0, b10 ^ 0, les deux invariants du premier ordre

a — bme~a ß û01
e~b (5)

En modifiant la méthode de Lie par celle des paramètres
différentiels de M. Tresse, nous introduirons les paramètres1

V=/;. v=/ô.«"é (&)

a =SJ> [i àea

Nous substituerons alors aux deux dernières équations [1,1]
les suivantes

oa 0 Oj nz 0 |I, 1']

utilisées à leur place dans les dérivations; le prolongement
jusqu'au 2me ordre donne

2a20? + au)?! + ?J^o2 ~ 2/>o2ri' + ~b 'b'"

\ 8ai0 :=: aio f ^a01 a01r' [f ^]

oßto M' 8ßoi PoiV

r Nous définissons ici les opérateurs différentiels $u et $v appliqués à une fonction /,
invariante ou non, et appelons paramètres différentiels de / les expressions $uf et $vf;
nous justifions au N° 13 qu'il y a bien là un procédé de formation d'invariants à partir
d'un invariant / (ou de certaines autres expressions, comme a et b).
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d'où les quatre invariants distincts d'ordre deux

<0 a,0<fa e ß10<ra a0,
e~b 6 ß01 e~b (J)

o, V riz
0 T V

6 ^ß 3ja

avec
^ (l " ' *') •

7. — Pour le troisième ordre, nous substituerons aux quatre
dernières équations [1,2] les équations

3w 0 30 0 «30 0 36 0 [I, 2']

mais alors les dérivations donneront 10 équations au lieu de 8;
le système complet obtenu aurait 8 équations à 22 inconnues

au lieu des 8 équations à 20inconnues devant fournir 12 invariants,
dont 6 nouveaux ; les 8 nouveaux invariants ainsi formés comme
paramètres différentiels des précédents ne sont plus distincts,
les paramètres d'ordre supérieur étant liés par les relations de

structure, qui remplacent les égalités entre dérivées partielles
différant seulement par la succession des dérivations. En effet,
pour une fonction /

KKf On «T* - 'hoVK" KKf On - «o. V) («)

AA)/" AA - u)f= A/'— A/' <9)

Si Suf et S-«/ sont des invariants, -uf et Bu5vf ne sont donc

pas distincts; on peut leur substituer l'expression symétrique

+ *A), /•„ ,-<«+*> _-L(«v + ßV)

ou encore le paramètre différentiel du second ordre Suvf

*uJ=fne-{a+b) (10)

Pour les 6 invariants distincts du 3me ordre, on pourra choisir

*»«• 3*«,
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Pour les ordres suivants, le calcul se continuera de même en
ne conservant, des dérivées de a et è, que celles de la forme ano
et bon, et substituant aux autres les dérivées premières des
derniers invariants obtenus; ceci revient à l'emploi exclusif des

paramètres différentiels qui, à partir de a et /3, fournissent, dans
le cas général, tous les invariants distincts d'ordre supérieur:
nous dirons que les invariants du 1er ordre, ^ et /3, sont les
invariants essentiels de la forme as.

8. — Cas particuliers. — Soit B 0, par exemple; on rencontre
alors, pour le 1er ordre, l'équation invariante a01 — 0: si cette
équation est satisfaite, la forme us A (u) du n'a aucun invariant.
Si a01 ^ 0, on pose a01 ec et l'on rencontre, pour le 2me ordre,
l'équation invariante c10 0, c'est-à-dire ai± 0 : si cette
équation est vérifiée, la forme as n'a de nouveau aucun invariant,
et est du type us Ax (u) A2 (v) du.

Si cld 0, on obtient au contraire l'invariant essentiel du
2me ordre

puis, par l'emploi des paramètres différentiels f10 e~a et /01 e~c'

successivement les invariants d'ordre supérieur.
De même, dans le cas général, si on s'arrête à a01 — b10 0, la

forme us A (u) du + B (e) dv n'a pas d'invariant; mais si une
seule de ces équations est satisfaite, on obtiendra un invariant
essentiel, à partir duquel les opérateurs différentiels 3-u et 3v
fournissent les autres.

On arrive donc rapidement, dans les cas particuliers, soit à une
forme privée d'invariants, soit à la constitution des deux
paramètres différentiels nécessaires et, plus ou moins tôt, à la
formation d'invariants essentiels d'où découlent les autres; nous
reviendrons d'ailleurs sur les procédés de formation des invariants.

9. — Conditions suffisantes d'équivalence. —- Quand on sait
former les invariants, généralement en nombre illimité, d'une
forme il reste à voir combien de ces invariants suffisent, par
les relations qui les lient nécessairement, à caractériser une telle:
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forme vis-à-vis des transformations 2; je dis que, dans le cas

général, oc, ß w ß, 9 $ sont de tels invariants suffisants.
Supposons, en effet, que a et ß soient des fonctions distinctes

de u et e, et considérons le symbole â comme affecté à la
transformation infinitésimale d'un groupe qui, a priori, est formé de

transformations générales IL Imposons-nous les conditions, qui
devront être compatibles

8a=s8ß 0 (12)

=' 06 U 0 (13)

En développant les équations (13) en tenant compte de (7) et
des formules (2), on obtient

/ Siata (?10 — Sa) + JO
0

so e (ÇI0 -8a) + /-"Ho o

\ (13')
I 8© ea~b w£oi-f œ (ï)01 — 8/;) 0

\ 8i ea-ieÇ0I + (»)0I — =3 0

Le déterminant fonctionnel ^ |a ' — 0 œ) étantD (a v) v r ' '
différent de zéro, ces équations donnent

l IlO ~ ?01 ^ ^
(4'}

8«=~Ç10 8 6 T)oi=y|/

Donc les transformations II se réduisent à des transformations 2,
par lesquelles la forme & est bien conservée, puisque dar 0.

C.Q.F.D.

10. — Si a et ß n'étaient pas indépendants, c'est-à-dire si

to<{/ — 6© 0 (14)

cette équation étant jointe à l'une des équations (12), soit
doc 0, les équations (13) se réduiraient à deux, par exemple
du — 0, d<p — 0. Il faudrait prolonger les conditions imposées par

85«=r 0
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qui, sous la réserve ~~ ~ 9^ 0 permettent à nouveau d'obtenir

les équations (4'). Si 0 ^ 0 les équations en

du<p et^y remplaceront celles en Sum et SvM

Si l'on a simultanément

RJilD 0 0 liiiiJù 0 (i6)
D (u v) D (u v) u (u v)

K }

il en est de même de tous les déterminants fonctionnels formés

pour deux invariants; tous les invariants sont donc fonctions
d'un seul, soit a. On pourra, dans ce cas, adjoindre aux équations
Sa 0, Su — 0, S<p — 0, les conditions

iio ~ ^01 ^

pour revenir aux conclusions précédentes.
Dans les cas particuliers du n° 8, on trouvera, en procédant

de même, les conditions suffisantes qui caractérisent chaque cas.

11. — Les résultats précédents peuvent être présentés d'une
façon un peu différente, qui dépend plutôt de l'identification
directe de deux formes us et us; si celles-ci sont équivalentes, les

conditions nécessaires sont les égalités, chacun-à-chacun, des

invariants distincts de tous les ordres, calculés pour les deux
formes, et cette suite d'égalités constitue aussi les conditions
suffisantes d'équivalence.

On voit, moyennant des hypothèses équivalentes à celles du
numéro précédent, que certaines de ces égalités suffisent à

entraîner toutes les autres.
Pour a et ß fonctions distinctes de u, v (a et ß de w, e), ces

conditions seront

; <* ß-fi (17)

relations entre w, e, u, e déterminant un nombre fini de

correspondances, et

10 m — 0 (a p) 6 — 6 0 (a ß) © cp
<I> (a ß)

$ 4, IF (a f») (18)



TRANSFORMATIONS A VARIABLES SÉPARÉES 241

les fonctions Q, 0, <t>, W ne pouvant d'ailleurs être choisies arbitrairement,

mais ayant été calculées sur une des formes, rar par
exemple, afin de satisfaire aux relations 1

J AA)a
j ^

De même, dans le cas où a et ß ne sont pas indépendants, il
faut voir combien d'égalités entre invariants distincts de rax et
rar, compatibles en w, c, u, c, suffisent à entraîner les égalités entre
les invariants correspondants suivants, et si ces égalités se

réduisent à une ou deux indépendantes. Dans le dernier cas

indiqué au n° 9, où les 6 invariants a, ß, «, ß, <p, <p sont fonctions
d'un seul, soit a, il en est de même de tous les invariants de rar?

et les conditions suffisantes

a a ß ß B (a) w co Ü (a) 0 0 0 (a)

cp — tp (]) (a) d d q1* (a) (-0)

assurent l'équivalence des deux formes rar et rar qu'on peut mettre
en correspondance par une infinité de transformations S,
définies parla seule relation a a ; les fonctions 0 et W sont d'ailleurs
données ici par

0 (a) ïru (a) ''' («> 77w • (20')

12. — Méthode d'identification directe. — L'exemple simple
des formes de Pfafï va nous servir à montrer qu'en identifiant
directement deux formes m et S, supposées équivalentes, on peut
obtenir de la même façon que par la méthode de Lie (qui ne
nécessite cependant pas les équations finies des transformations),
les procédés de formation des invariants et les conditions d'équi-

i La recherche des conditions suffisantes pose en réalité des problèmes distincts:
1 °, reconnaître si deux formes données W et œ sont équivalentes (S) ; étudier le système
des équations intrinsèques (18) définissant une même classe de formes de Pfaff équivalentes

(s), les fonctions a, w, de * et ,8 devant satisfaire aux équations auxdérivées partielles (19). Nous laissons de côté ce dernier problème, dont on pourraitaussi, supposer une solution particulière connue. :

Nous remarquerons encore qu'on peut parfois intervertir le rôle des invariants d'ordreintérieur *. «s et de deux autres des invariants utilisés.

L'Enseignement mathém., 27e année; 1928.

— j (o ,7(0 — a©

- 50 ad
(19)
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valence. Nous partons ici des équations de transformation (2)
et de l'identité

A (u i') du -f- B (u v) dr A (a s>) du -f- B (u v) dv i — r.\

En substituant aussi

du — UV du dv — \fdv (21)

on obtient
A AU' B BV' (22)

ou, dans le cas général

ea m eaW eb ebV [1', 0]

Il s'agit, par les dérivations successives de ces relations, et
les éliminations de U', V', et leurs dérivées, d'obtenir les expressions

en a, è, et leurs dérivées partielles (h, e, n'intervenant pas
directement) égales aux expressions correspondantes formées

pour ccr, qui constituent les invariants cherchés. On a d'abord

«10 «(10)U' + (log U')' b0X Ä01 V + (log V')'
fr i]

^io — A(10)Ü' u01 a{01}\

d'où, en éliminant U' et V' entre les équations [I', 0] et les deux
dernières équations [I', 1]

« ''.o =XB P XB (5'>

En substituant aux dernières équations [I', 1]

a a ß f [U, 1']

et poursuivant les dérivations, on obtient

f «20 — «(20)1;/2 + «(10)U" + (logU')" b02 =Jj{02)\'2 + 5(01)V" + (log V')«

a10 — a(10)ùT/ a01 a(01j ^ fE» 2]

ßio — ß(io)U/ ßoi ß(oi)V'

puis, en éliminant de nouveau U', V' avec les équations [I', 0]
on retrouve les invariants distincts du 2me ordre w, 0, <p, On
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substituera ensuite comme précédemment aux quatre dernières

équations [T, 2]

to ri) 0 0 çp f, 6 ô [I7, 2'J

et on tiendra compte des relations entre les dérivées de ces équations,

exactement comme au n° 7. Dans les deux méthodes, on

compte de la même façon les invariants distincts des différents

ordres; dans la méthode de Lie comme dans celle-ci, on ne fait
que des combinaisons linéaires des équations obtenues auparavant,

en particulier pour obtenir les combinaisons intégrables des

systèmes complets; on se ramène donc toujours à des problèmes
d'élimination.

La discussion des cas particuliers se fait de même; celle des

conditions suffisantes d'équivalence peut aussi se faire comme

aux nos 9 et 10, en partant directement ici de deux formes m et m.

13. — Formation et interprétation des invariants. — Dans la
méthode des paramètres différentiels, on peut utiliser d'abord
différents paramètres linéaires, puis, à partir d'eux, en former
d'ordre supérieur servant aussi à construire les invariants.
La méthode d'identification directe met de même en évidence
divers procédés de formation des invariants ; à côté des invariants
absolus on est amené à considérer des expressions qui, dans une
transformation, sont reproduites à un facteur près, dépendant
des arbitraires de la transformation.

Nous réserverons le nom d'invariants relatifs (comme en
géométrie projective) aux expressions pour lesquelles ce facteur est
une puissance du déterminant de la transformation, l'exposant
de cette puissance étant le poids de l'invariant. Les transformations

2X et 22 intervenant pour former les transformations 2,
nous considérerons des invariants relatifs (2^, (22), (2), de
poids p, soient des expressions rx, r2, r, satisfaisant respectivement
à

i", U,pi\ r2 VfP7*2 r (U' V')Pr (23)

et caractérisées dans la méthode de Lie par

8/'i= — pr* K — pr2V 5r — pr (?' + V) (23')
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Le produit de deux invariants relatifs, (2^ et (22), de poids
p, est un invariant relatif (2) de même poids; le rapport de deux
invariants relatifs du même groupe et de même poids est un
invariant (5) absolu.

Nous considérerons aussi des formes différentielles invariantes
ou covariantes relatives, ces dernières caractérisées par leur
poids; ainsi du et dv sont des comitants relatifs, (2X) et (22), de

poids (+ 1), A et B des invariants relatifs (22) et (12) de poids
(— 1): d'où les formes invariantes Adu et Bdv, conservées

séparément, ainsi que, par exemple, la forme quadratique ABdudv
et la forme extérieure AB [dudv], élément de l'invariant intégral
//AB [du dv].

Tout invariant ou comitant (Fl) est nécessairement invariant
ou comitant (2); ainsi de Adu et Bdv, on déduit les covariants
bilinéaires

[dk du] — A01 [du dv1 [dB dv] Bt0 [du dv]

et les invariants intégraux correspondants; d'où aussi les
invariants a et /3, et la condition a — ß exprime que la forme m est une
différentielle exacte1. Un invariant / donnera les invariants
relatifs /10 et /01, respectivement (2X) et (22), de poids (— 1),

f fpuis les paramètres différentiels ~ et -jj seront de nouveaux

invariants; on peut encore partir des formes invariantes fwdu
et /01 dv. De même, les formes quadratiques de différentielles
donnent comme invariants les courbures de Gauss; etc. Dans les

f f finvariants déduits de /, citons et à partir de deux

in variants / et g, on aura
^,"'01 '^10 et *u>: dans

les théories géométriques, on rattachera ces invariants aux
paramètres différentiels du plan et de la théorie des surfaces.

Les relations entre les diverses méthodes étant suffisamment
établies, nous ferons surtout usage, dans la suite, de la méthode
de Lie et des paramètres différentiels.

i Le covariant bilinéaire d'une forme US est en effet

US' — b io Aoij | dudv] AB (a — 'i) [du dv]
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