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configurations géodésiques sur les surfaces convexes..... Deux chapitres
suivent sur la théorie générale des systémes dynamiques et le cas de deux
degrés de liberté. C’est une sorte de théorie des ensembles de mouvements
avec trés peu de formules ou avec d’ingénieux procédés graphiques tran-
chant, dans l’espace-temps, des questions d’analysis situs.

Le dernier chapitre a trait au Probléme des Trois Corps envisagé avec
les méthodes inaugurées par Sundmann. C’est la nature des collisions
possibles ou impossibles qui régit cette savante analyse qui, par ce fait, se
trouve dépendre également de I'analysis situs. .

En voici assez pour dépeindre le prodigieux intérét de ce livre qui déve-
loppe, de maniére trés accessible et extrémement élégante, des questions
souvent considérées comme trés ardues. Comme il arrive souvent, ces
questions n’ont pas été traitées d’abord avec le maximum de simplicit{e
mais on ne voit guére maintenant ce qui pourrait étre plus clair que l’expose
de M. Birkhoff.

A. Buur (Toulouse).

Emile BoreL. — Legons sur les séries divergentes. Deuxiéme édition revue
et entiérement remaniée avec le concours de Georges BouLiGAND. —
Un vol. gr. in-8¢ de x11-260 pages. Prix: 40 francs. Gauthier-Villars et Gie.
Paris, 1928.

La premiére édition de cet ouvrage date de 1901. L’ Enseignement mathé-
matique en rendit compte par la plume d’Ettore Bortolotti (T. IV, 1902,
p. 457). Que de chemin parcouru depuis lors. La question est intimément
mélée a celle du prolongement analytique attaquée par Mittag-Leffler a
Paide de méthodes de sommabilité et sur laquelle le regretté savant n’a
dit son dernier mot qu’en 1918. Ce point d’histoire porte d’abord a établir
une distinction a laquelle M. Borel tient beaucoup et non sans raison.
Etudier la série divergente

ag -+ ay + ag + ...
ag + ayz + agz® 4 ..

¢’est étudier

pour z =1, donc hors du cercle de convergence ; le prolongement analytique
peut intervenir, mais il n’intervient pas forcément, ne serait-ce que parce
que la premiere série peut-étre étudiée tout autrement que par I’adjonction
de la variable z qui a donné la seconde.

La théorie des séries asymptotiques de Poincaré, les développements en
fractions continues offrent des ressources des plus élégantes pour donner
certains droits de cité a la divergence.

Maintenant, il faut reconnaitre, en fait, que, depuis 1901, c’est surtout
la sommabilité, généralement cotoyée par le prolongement analytique, qui
a entrainé le plus de travaux et de développements nouveaux. Cette cons-
tatation ne peut déplaire a M. Borel, créateur de la notion. Elle est d’ailleurs
en évidence dans le présent livre dont les deux premiers chapitres ne sont
pas plus étendus que dans la premiére édition, maigré quelques transfor-
mations trés heureuses. L’extension ne commence qu’avec le Chapitre I11I
dédié aux séries sommables. '
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M. L. Féjer, en 1904, faisait un coup de maitre en créant une sommabilité
des séries de Fourier conduisant & une intégrale définie plus simple que
celle correspondant a la sommation proprement dite. Cela donna envie de
rechercher dans quels cas on pouvait espérer des résultats analogues et on
réussit & indiquer des conditions précises quant a I’application de la méthode
des moyennes de Cesaro.

Mais le plus beau est certainement du cOté des séries en cp sy ol cp, est
emprunté & un développement de fonction entiére, ¢’est-a-dire toujours
convergent, et domine, de par cet honnéte caractére, le malin esprit de
divergence des sy. Le champ de bataille ou I’on pouvait constater la victoire
de ces excellents ¢y ne fut d’abord qu’un polygone puis les c¢otés de celui-ci
s’incurvérent, devinrent des courbes algébriques plus générales; les fonc-
tions entieres, probablement indignées contre les sp, apportérent, dans la
coalition formée contre ceux-ci, un armement prodigieux et imprévu. Elles
dévoilerent des modes de croissance insoupconnés jusqu’au jour ou la série
en cn sp fut incontestablement maitresse du champ complexe tout entier.
J’ai l’air de plaisanter. Pas du tout. Tout cela posséde une vie intense et
tragique, comme celle des microbes, des insectes ou des hommes. Ces
derniers points, a vrai dire, ne sont développés que sommairement dans la
présente et nouvelle édition. Le rapprochement entre les séries divergentes
et les séries (M) ou séries de polynomes de Mittag-Leffler est conservé,
conformément aux idées initiales de M. Borel, mais un Appendice nous
apporte d’autres analogies du plus grand intérét. Il y a une méthode de
facteurs de convergence, en relation avec les travaux de M. Le Roy qui
transforme une f (z), holomorphe autour de I’origine, en une fonction entiere
dépendant d’un parametre ¢; quand ce ¢ tend vers 1, cette fonction entiere
tend vers f(z) dans une certaine partie de 1’étoile. Mittag-Leffler approchait
de méme, généralement par double limite, de toute f (z) a étoile donnée et
dans des régions de plus en plus étendues de cette étoile. Ce sont des résultats
a comparer. D’autres extensions ne vont pas sans les séries de Dirichlet a
sommabilité étudiée par Bohr, Hardy, Riesz.

Enfin disons quelques mots des fonctions quasi-analytiques correspondant
a existence de certaines séries numeériques divergentes ; la quasi-analyticité
est débarrassée de la variable complexe qui semble précisément ne pouvoir
jouer un role fonctionnel qu’au milieu de conditions de convergence qu’un
esprit pénétrant arriverait & réduire, tout en conservant 'indéfinie dériva-
bilité. Ce fut 14 une grande idée de M. Borel, contestée par Mittag-Lefiler
et triompbant définitivement avec MM. Denjoy et Carleman. L’espace
manque pour en dire davantage. M. Georges Bouligand a apporté & M. Borel,
pour cette seconde édition, ce que ce dernier appelle un inappréciable
concours. On ne saurait mieux dire. Méme dans une erreur apparente,
qui me concerne, M. Bouligand fait une trouvaille profonde. Dans la liste
des ouvrages a consulter, placée en téte du volume, il cite mon fascicule du
Mémorial sur les Formules stokiennes au lieu de celui consacré aux Séries
analytiques. Peu importe. Les deux fascicules sont batis sur la transforma-
tion des intégrales multiples, comme I'ccuvre de Weyl également citée a
propos des séries divergentes. Invention du diable disait Abel en parlant
de ces séries. Mais qui ne sait que les tours du diable sont souvent profonds
et intéressants.

A. Bunr (Toulouse).
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