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SUR UN POINT D’INTERSECTION DE SIX DROITES
PAR

Gustav FraNkEe (Berlin-Steglitz).

Je vais donner la généralisation d’un théoréme, dont M. A.
StreIT a démontré quelques cas spéciaux dans L’Ensetgnement
Mathématique (Tome XXVI, p. 97-138).

Soit DEF le triangle des pieds des transversales menées par
un point quelconque O aux sommets d’un triangle donné ABC.
Joignons un point quelconque P aux sommets du triangle DEF.
Soient D,, E;, F, les points d’intersection de ces transversales
avec les cotés du triangle DEF. Nous allons montrer que les
droites joignant les sommets du triangle ABC & ces derniers
points concourent en un méme point O’ (Fig. 1).

Démonstration. — Soient D', E’, F’ les points d’intersection
des transversales AD,, BE,;, CF; avec les c¢otés du triangle donné.
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Les angles du triangle donné sont divisés par ces transversales
de telle fagon que:

wtw=ai k=65 ntn=v.

Solent encore x, y, z resp. u, ¢, w les segments non-consécutifs
déterminés par les points D, E, F sur les c6tés du triangle ABC, et
Ty, Y1, 71 TESP. Uy, ¢4, Wy les segments déterminés par les points
D, E;, F; sur les cotés du triangle DEF, tel que selon le théoreme

de Ceva:
Yy =u.v.w et Ly oYy o By == Uy ¥y,

Alors on a:

x, sin a, . w, sin o,
v ——'sinADlE ’ z —sinA‘DlF’
d’ou 1l suit:
sin o, u, v
sin a, - s, &
D’autre part, on a:
sina,  BD" sin o, CD’

sin 8 ~ AD’ "’ sin y — AD’

Il en résulte que:
sin o, sin § BD’

sin a, T sin Y "CD!

(C’est pourquoi il suit:

sin § BD’ Uy
sin Y'CD' — Z'z ’

¢’est-a-dire:
BD’ _u, v siny (1)
CD’—xl'z.sinfi

De méme on trouve:
CE’ W sin o @)
AE’-y‘-l.x'sinY
AF’/ _wu sin 3 (3)
BF T z Y T sin o

En multipliant ces trois équations, on trouve, parce que

Xy Yy Ty == Uy ¥y oWy et XY 5= UYWL

BN’ CE’ AF’

D AR BF — ©
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ce qui est la condition du théoréme de Ceva. Aussi les transver-
sales AD,, BE;, CF; concourent-elles en un méme point.

Réciproque. — Si 'on joint les sommets du triangle, formé par
les pieds de trois transversales se coupant en un point, aux points
d’intersection des cotés de ce triangle avec trois transversales
joignant les sommets du triangle donné a un point quelconque,
ces droites concourent en un méme point.

La démonstration se fait d’une maniére analogue. On peut
aussi avoir recours & la méthode analytique. Cela nous permettra
d’établir quelques relations remarquables.

Soient z; = 0, 2, = 0, 3 = 0 les équations des cotés BC, AC,
AB (Fig. 2). Alors les transversales joignant les sommets du
triangle aux points O et O’ sont représentées par les équations
suivantes: ‘

et par conséquent:

(CF) a

(X — Xy = .

En choisissant les parameétres py,,,5 pour le second triple de
transversales, on trouve:

(AD")  pyay — pya; =0

(BE)  pyxy — pya, =0,
et par conséquent:

(CF) pyx, — Poky =1 .
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A T'aide de ces équations on trouve 1mmed1atement les équa-
tions des cotés du triangle DEF, qui sont:
0
0
0

(E¥) — a0, + gy + ayx,
(FD) Uy, — ayxy - ag
(
\

H

I

DI) a,x; = ay g — (5.0,

I

et les équations des cotés du triangle D' E’ F’, qui sont:

(E"F)  — prxy 4 pory + pyry =0,

(E'D’) Pidy — PaXs 4+ pyry =0,

(DL Pixy A paxy — paay =0 .
Pour démontrer que les transversales DD,, EE; et I,
concourent en un point, il faut maintenant former leurs équa-
tions. DD, devant passer a la fois par le point d’intersection des

droites x; = 0 (BC) et (AD) et par le point d’intersection des
droites (EF) et (AD’), doit vérifier les équations suivantes:

(— a2, 4 agxy + azx5) — r.(py.x, — pya) =0 . (2)

En transformant ces équations et multipliant la premiere par
— a4, elles recoivent la forme qui suit:

— ayry + q.oa a0y — a5 =0 (1)
—ayx; F (ag — r.po) xy + oy +1r.p)ay, =0 (2)

Comme ces deux équations représentent la méme droite, les
coefficients des coordonnées doivent étre égaux, c¢’est-a-dire:

G .ay. Ay = Ay — I . Dy
— .U A= a3 + T.Dpg

d’ou il suit:
AyPy = 3Py
a, . (agpy — g pQ)

En substituant cette valeur dans (1), on obtient I’équation
de la droite DD, sous la forme suivante:

Ay o — A, P,
(DD,) a,r lols 7 C3Py ayxy + agr, = 0,

171
UyPs + 3P
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Par permutation circulaire on trouve les équations de EE; et
FF:
aspy — a4, py
azpy + @ Ps
WPy — Py

aypy - typy

a,xr, — 0 .

(EE)) a7, 4+ ayx,. i

(FF) — a2, + a,xy + agx,.

Le déterminant des coefficients de ces trois équations étant
nul, les trois transversales concourent en un méme point.

Il est important de déterminer la situation de ce point. En
employant une formule connue, on trouve que ses coordonnées
sont: '

'fg:/)j_’_'g_"*_[’:—z”-z; '§:P1”3+M

g Nl X ¥y Pids T+ pa @y

ou: |
'Tl : ‘1‘2 i 'TR = (PQ”?. + p3a2) « (/)3611 + Pla3) : (/)1(12 + ln2a1) *

Maintenant je considére le triangle D’ E’ F'. Soient D/, E; et
F, les points d’intersection des c¢6tés de ce triangle avec les trans-
versales AO, BO, CO. Alors il est évident que les transversales
D' D;, E" E{ et F' I, se coupent aussi en un point.

Les équations de ces droites sont obtenues de la méme maniére
ou encore en remplacant simplement les a, par les p; et les p, par
les a,.

Voila les équations en question:

’or ay — pgu , o
(D 1)1) P1y }[;—j":T[):(—i — Py¥y + pyry = 0 .

s a, — p,a
E'E] x4 p a‘,&——‘————‘—q — poa, = 0 .
( 1) P11 = 2% Patt, + pyit; P33

! . p e r '[)1612"—[32”1___
( 1) P1®y T Poty + Py Plag‘l‘[’gal—-o
Il est facile de constater que les coordonnées du point d’inter-
section de ces trois droites sont:

.’1"1 -

2 f Xy = (Patty + pyay) i (pga, + prag) i (pray + Paay)

Comme on voit, le point d’intersection des transversales DD;,
EE,, FF, et celui des transversales D’ D/, E’ E!, F' F! ont les
mémes coordonnées; c’est-a-dire ces transversales concourent
toutes les six en un méme point.
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