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SUR LE MOMENT DE DEUX DROITES 61
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donc d’apres § 3 '
= 1.8.sinV .
Ainsi
3.sinV.=Y.(p, p) - A (3)
DEUXIEME PARTIE: APPLICATIONS.
§ 5. — Applications & la théorie des connexes ternaires.

1. — Soient (z, u), (y, ¢) deux éléments (point, droite) du
plan connexe, et soient a la droite (zy), A le point (uv¢). Les
coordonnées de A sont proportionelles aux mineurs de la matrice

W, U ugj

¢

1 Y2 Y3

Donc P'aire du triangle Azy, & un facteur pres dépendant du
choix du systeme des coordonnées, est représentée par la formule

Z, Ly Zy
Y, Yy Ys | = D(wv) (m2) = uyv, — v u
(g v3)  (ug9;) (u; )
donnée dans mon mémoire cité plus haut.
Mais nous pourrions considérer un autre triangle, notamment
celul formé par les droites u, ¢, a = (xy). D’aprés une formule

connue (G. SALMON, Sections conigues, n® 39, p. 53) son aire a
pour expression §

| (zy); (zy)y (xy)s
(uey vg) (vy (@y)o) - ((y), ug)
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ou bien, calculs faits:
(u, vy — V)2

(ul Vo — Uy Vl) (xs Yy — Ys Vx) (“x Ys — 4, xs) ’

formule qui n’est pas symétrique. o
Cherchons une autre formule plus symétrique. Soient z, y les
points d’intersection de la droite (z, y) = a avec les droites u et ¢;

de sorte que u; = 0, ¢z = 0. On peut alors poser

z = dz + py, y = Nz + p'y ,
avec
).ux—}—guy = 0, )\’vx—l-—p.'vy = 0 .

Pour fixer les valeurs absolues de 2, u, 1’, ' ajoutons les rela-
tions

7 4 /
A+ u =1, V4w =1,
Alors
—_u u
A__—___.__y’ P’=_——x—’
Uy — U, Uy — Uy
= y
' Yy ’r X
)‘=v'—v’ B =Ty
P Y z y

L’aire double du triangle Az, y (= uva) est donc, & un facteur
constant pres,

;(uv)1 (wv)y  (uv), (uv), (wv)y (uv),

— — — . , ,
Zy Zg Ls = ()‘P‘ - }*)‘) Zy Ly X3

< 1 Ye Ys Y, Yo Ly

ou bien

(e, — uy) (v — vy) |

La méme formule peut étre établie en calculant directement
les coordonnées des points z, y par les équations

ug, = u,x, + ugxy + gz, = 0, (xzyy,) = 0,

ce qui donne

Z4 Xy Z3
T U, — YUy, Tyt — Yy Uy Ty Uy — YUy
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De méme les équations ¢y = 0, (y2,y5) = 0 donnent:

Yy — Yo . Ys

TiVy — YVe TeVy T Y2z Xy Vy = Ys¥g

Enfin, les coordonnées du point A sont proportionnelles a
(g v3) (g v;) (g 95) -

Done, aire double du triangle Azy, & un facteur prés, est
égal au déterminant

iUy — YUy Toly —YgUy Zglly — Ygliy %y Zo X3
xl "y - yl vx .’132 vy - y2 Vx x:-} vy - y3 vx = (u.z: vy - “y vx) yl y2 y3
Ug Vg — UgVy UV — UV Uy Yy — Uy ¥,y (tgvg) (ugwy) (1yvy)

= (uxvy — uyvx)2 ;

Reste & déterminer le facteur de proportionnalité (dans le cas
du systeme considéré au § 1).
D’aprés (1) pour le premier point:
27, = Xe;V; = H(v, Xayz; — v, Tay)
1

lty = ll,x

= 2A0(uy—ux)H‘.'. H =

De méme pour le second point nous trouvons

1
H = ———,

et nous arrivons de nouveau a la formule

(u,, vy, — i, Vx)z

(uy —_— uT) (vy — vx)

2. — Soit a présent (y, ¢) I'élément du connexe conjugué
qui correspond a 1’élémeént (x, u). Alors
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Pour de telles paires d’éléments les deux triangles, dont nous
avons parlé au n° 1 coincident, et les deux expressions de I'aire
sont identiques.

Le triangle se raméne a un point (une droite) dans deux cas:
10 u passe non seulement par y, mais aussi par x.

Donc: le moment de deux éléments correspondants d’un connexe
ternaire et de son conjugné s’annule st U'un ou U'autre appartient
a la coincidence principale correspondante.

REMARQUE. — Dans le cas général de deux éléments (z, &),
(y, ¢) quelconques leur moment s’annule dans les trois cas:

10 Les points x et y coincident;
20 Les droites u et ¢ coincident;
3° Le point A est sur la droite a.
3. — Connezxe bilinéaire (collinéation):
= a,u, = Zayo0,u, = 0. (1)
Les éléments c(')rresponydants
oy, = aya; ,  ov; = au, (i =1, 2, 3) (2)
forment le connexe conjugué
(aby) (2fn) = 0.
Si lon calcule le dernier, on obtient (changeant y, ¢ en z, u)
?ogle, v) = w, (2 — 1) — 2f 4 2f, .

De (2) on déduit

b = “x”gba_ = f,(x, u),
vy = Zaixiua = u a, = fle, u) ,
u, = ay Yo u, = a,u, = f(x, u) .
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Done

T — w, fi(z, w) — 2z, u) .

Ainsi les éléments du connexe bilinéaire pour lesquels le
moment (au sens du n® 2) est nul appartiennent au connexe iden-
tique ou & f;(z, u) = 0, — ce n’est qu’un cas particulier de ce
qui a été dit au n° 2 pour le connexe général.

Enfin, si I’élément (z, u) n’appartient pas au connexe (1), le
moment de (z, u) et de son transformé par (1) est nul, s’il appar-
tient au connexe (2, 2)

u,fy(z u) — Pz, u) = 0

dans lequel & chaque droite u correspond une courbe de 2®€ordre
ayant double contact avec la conique dégénérée — paire de
droites u et u” et pour corde de contact la droite u’, si 'on
désigne les transformées collinéaires successives de u en collinéa-
tion (1) par u’, u”, ...

Réciproquement, au point donné z appartient une courbe de
ome clagse passant par les points x, 2" et dont les tangentes corres-

pondantes se coupent en x’.

§ 6. — Le moment dans la théorie des connexes avec
élément (point, plan).

Comme j’ai indiqué au commencement, la notion du moment
de deux droites trouve son application danslathéorie des connexes
quaternaires ayant pour I’élément la combinaison (point, plan).
Si Uon prend deux éléments pareils (z, u), (y, ¢), leurs points x, y
déterminent une droite p = (xy), et leurs plans u, ¢ une autre
p’ = (uv¢). On peut donc déterminer le moment de ces droites,
et c’est ce que je nomme le moment de deux éléments du connexe
(z, u).

Son expression analytique s’exprime par la formule
Ly Xy Xy Iy
Yo Y2 Ys Y

, p ' ' Yz — xoy) (w, v, — v, i=1,2,3,4 ,
p. p, P D (% vy, R Y (w5 9y, kY )

Il

4 ’ ’ 14

p, P, P, P,

L’Enseignement mathém., 27¢ année s 1928.
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