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SUR LE MOMENT DE DEUX DROITES

ainsi donc

(P'Y) s (xi V2) (?3 r4)

61

Si x2 ^3 *4

2/1 2/2 2/3 2/4

?1 ?2 ?3 ?4

ri V r3

et d'après § 2

donc d'après § 3

Ainsi

6A.Y

\ § sin Y

8 sin Y Y. (p p') (3)

Deuxième Partie: Applications.

§ 5. — Applications à la théorie des connexes ternaires.

1. — Soient (x, u), (y, v) deux éléments (point, droite) du

plan connexe, et soient a la droite (xy), A le point (uv). Les
coordonnées de A sont proportionelles aux mineurs de la matrice

a. u9 ms

Donc l'aire du triangle Axy, à un facteur près dépendant du
choix du système des coordonnées, est représentée par la formule

2/1 2/2 2/3

K "3) (U8 "l) K v2)

^(aiVk)(xixk) uxvy — Vxuy

donnée dans mon mémoire cité plus haut.
Mais nous pourrions considérer un autre triangle, notamment

celui formé par les droites u, p, a (xy). D'après une formule
connue (G. Salmon, Sections coniques, n° 39, p. 53) son aire a

pour expression

(xy), (xy)2 (xy)3

(ut fa) (xy)2) ((xy), u2) '
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ou bien, calculs faits:

("l ^2 ~ U2 Vl) (XZ Vy — Vz Vx) (UxVz — UyXz)
'

formule qui n'est pas symétrique.
Cherchons une autre formule plus symétrique. Soient x, y les

points d'intersection de la droite (x, y) a avec les droites u et e;
de sorte que wx 0, 0. On peut alors poser

avec
x X# + \^y y — Xx + [i/y

M + V-Uy
0 ' + M 0

Pour fixer les valeurs absolues de X, jx, X', /ut' ajoutons les

relations

X + u 1 X' + ji' 1

Alors

H-

X'

L'aire double du triangle Ax, y uva) est donc, à un facteur
constant près,

Ml Ma ("Os

x1 x2 x?>

Vi V2 Vz

(X ul' — ti-xq

('»'). («l')s ('"')»

#2 .t3

2/i V2 xz

ou bien
("aAy — "y^)2

("x — "y) ("* — "y)

La même formule peut être établie en calculant directement
les coordonnées des points x, y par les équations

U-X Ulx1 + u2x2 + uz x3 o (xx2y3) 0

ce qui donne

«i 11
y — fl Ux X2 11

y — y2 11x X3 "y ~ «a:
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De même les équations vy 0, {yx2y3) 0 donnent:

Vi S/s

X1 vy — UDx V ~~ y2"x x* vy ~~ 2/3

Enfin, les coordonnées du point A sont proportionnelles à

(u2vs) (ms^i) > K^s) •

Donc, l'aire double du triangle Axy, à un facteur près, est

égal au déterminant

XlUy — yiUX X2Uy—y2Ux *8 Sfc "a

X1 "y — Vi VX X2Vy — V2 Wy ~ S/s ^
*V1

(uxvy — uyvx)

X* X» Xo

yi y2 2/3

(Va) K"i) (Va)

Kvy - uyvx)2 •

Reste à déterminer le facteur de proportionnalité (dans le cas
du système considéré au § 1).

D'après (1) pour le premier point:

2A0 2a,.v. H-
2 A, {«,-«,) H H--J-

De même pour le second point nous trouvons

1
H' —-—

et nous arrivons de nouveau à la formule

(lly — Ux) y - vx)
*

2. — Soit à présent (y, ç) l'élément du connexe conjugué
qui correspond à l'élément (x, u). Alors

uy 0 ' ^ 0 '

L'expression du moment se ramène à
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Pour de telles paires d'éléments les deux triangles, dont nous
avons parlé au n° 1 coïncident, et les deux expressions de l'aire
sont identiques.

Le triangle se ramène à un point (une droite) dans deux cas:
1° u passe non seulement par y, mais aussi par x.

il o
X

2° p passe non seulement par #, mais aussi par y :

v 0
y

Donc: le moment de deux éléments correspondants d'un connexe
ternaire et de son conjugné s'annule si l'un ou l'autre appartient
à la coincidence principale correspondante.

Remarque. — Dans le cas général de deux éléments (x, u)y

(;y, p) quelconques leur moment s'annule dans les trois cas:

1° Les points x et y coïncident;
2° Les droites u et p coïncident ;

3° Le point A est sur la droite a.

3. — Connexe bilinéaire (collinéation) :

f accu, ^0 • C)

Les éléments correspondants

m ax*i > °avi aiu* (* 2' 3) (2)

forment le connexe conjugué

[abv){aß*)) 0

Si l'on calcule le dernier, on obtient (changeant v en x, u)

t- g (x, u) ux (P-ij) - 2 + 2

De (2) on déduit

Vyax Uf, K fl (* • ") '

vx<l„ax f(X<

Uy ax-aiUi =-«x"„ /(«• ") •
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Donc

uxvy - UyVx uxfAx> 11) — /'2(^' ") •

Ainsi les éléments du connexe bilinéaire pour lesquels le

moment (au sens du n° 2) est nul appartiennent au connexe
identique ou à fx{x, u) 0, — ce n'est qu'un cas particulier de ce

qui a été dit au n° 2 pour le connexe général.
Enfin, si l'élément {x, u) n'appartient pas au connexe (1), le

moment de (x, u) et de son transformé par (1) est nul, s'il appartient

au connexe (2, 2)

uccfA*il<) — f'2(xiu) 0

dans lequel à chaque droite u correspond une courbe de 2me ordre

ayant double contact avec la conique dégénérée — paire de

droites u et u" et pour corde de contact la droite u\ si l'on
désigne les transformées collinéaires successives de u en collinéa-
tion (1) par iï, u",

Réciproquement, au point donné x appartient une courbe de

2me classe passant par les points x, x" et dont les tangentes
correspondantes se coupent en x'.

§ 6. — Le moment dans la théorie des connexes avec
élément (point, plan).

Gomme j'ai indique au commencement, la notion du moment
de deux droites trouve son application dans la théorie des connexes
quaternaires ayant pour l'élément la combinaison (point, plan).
Si l'on prend deux éléments pareils (x, u), (y, e), leurs points x, y
déterminent une droite p (xy), et leurs plans u, v une autre
p' «s- (uv). On peut donc déterminer le moment de ces droites,
et c'est ce que je nomme le moment de deux éléments du connexe
(x, u).

Son expression analytique s'exprime par la formule

xt x2 xH x4

U\ 2/2 2/3 2/4

Pl P* Pz P<

Pl P* P 3
p\

](*i yh — xk y) iuivk ~ "kvi) h ^ g 4)

L'Enseignement mathém., 27« année; 1928.
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