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DISTRIBUTION DES VITESSES DANS UN SOLIDE
EN MOUVEMENT

PAR

A. W. Zororr (Moscou)

1. — Nous commengons par rappeler les propositions suivantes™.

a) Les projections orthogonales des vitesses vy et v, de deux points
A, et A, d’un solide sur Uaxe Ay A, sont égales et de méme signe.

Soient ry et 7; les coordonnées vectorielles des points A; et A,
par rapport & une origine fixe 0. (Fig. 1). Puisque les points
appartiennent 4 un méme solide

R -
AA = (r, — "1)2 — const ,

et, en dérivant,

ou
A4, (;; — ‘;) =0 (1)

et
AA, vy = AA, v, (2)

ajz

Flg. 1. ‘ Fig
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1Ch. J. DE LA VALLEE POUSSIN, Mécanique analytique, t. I, N°s 61, 62.
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Soient (Fig. 2)

alors

et, selon (1),
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AJA, a0, = 0

—_
P
=
~

ce qui veut dire, que la différence géométrique a,a, des vitesses
v, et vy de deux points A, et A, d’un solide est normale a la droite

AL A,.

b) La vitesse v; d’un point quelconque A; d’un solide est déter-
minée par les vitesses vy, vy, Vg de trois de ses points A;, A,, Aj

non en ligne droite.

Soit d’abord A, un quatriéme point du solide, situé en dehors
du plan A;A,A;. La vitesse de ce point est déterminée par ses
projections sur les trois droites A;A,, A,A,, A;A, non dans un

(m

ai
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méme plan. Ces projections sont connues, car elles sontégales
aux proiections des vitesses ¢, 0y, vg sur les mémes droites
AA,, AA,, A;A, respectivement. Maintenant on connait les
vitesses de quatre points du solide non dans un méme plan et la
vitesse de tout autre point A; du solide peut se déterminer.
comme ci-dessus, a 'aide de celles de trois de ces quatre points
choisis de maniére que leur plan ne passe pas par le point A;.

Il en découle le principe suivant:

¢) St, dans un mouvement instantané quelconque d’un solide les
pitesse de trois de ses points, non en ligne droite, sont les mémes que
dans un certain mouvement instantané connu, le mouvement instan-
tané du solide se confond avec ce mouvement connu.

2. — Solent A,, A,, A; trois points non en ligne droite d’un
solide et V

(302 = $’2 3 (,'(?3 = "3

leurs vitesses respectives (Fig. 3).

Supposons d’abord que les points a;, a,, a; ne sotent pas en ligne
droite; — ils forment alors un triangle dont les cO6tés sont, selon le
n° 1 (a), perpendiculaires aux cotés du triangle A; A, A, :

a,a, | AA, aga, | A A, , aga, | A A ... (4)

Menons par le point A; un plan (=), paralléle au plan a,a,a;, et
par les points A, et A les droites A, A; et A; A/ perpendiculaires
& ce plan. La droite a, a, étant perpendiculaire & A; A, et & A, A’
est perpendiculaire au plan A; A, A;; de méme, la droite a, a,
est perpendiculaire au plan A; A;A;. Il g'en suit que les plans
AAy,A; et Aj A, Al ne se confondent pas, et que les points
A, A;, A, forment un triangle dans le plan (r).

Nous voyons aussi que:

sy Oy _{_AIA; ’ a, a, _j_AlA; . aga, | AgAg (

ainsl que

asd, | A;A3 et asa, | A; A, .

Les triangles A; A A; et a,a,a; sont denc semblables.
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Il est aisé de montrer que les vitesses v; et ¢s des points As

et As du solide sont égales aux vitesses 0, et ¢, des points
A, et A, respectlvement

En effet, la vitesse ¢: du point A: est définie, selon le no 1,
par les trois équations

(v —v)A A =0, (Z—s)AA =0, (vs— ) A =0,

qui sont vérifiées, si 'on pose

Ve = v, ,
car
(vp =) 8,4, = @ a, A Ay = 0 .. (selon (5)]
(g _ .“2) AzAé — 0 identiquement
<g — ‘T:-;) AA, = 0 (selon (5))
Et de méme
vy == ¥,

Nous pouvons, en conséquence, considérer le mouvement
instantané donné du solide comme défini par les vitesses
01, g, v5 des trois points A, Az, A; non en ligne droite, situés
dans le plan (r).

Soit a, un point quelconque du plan a,a,a;. Considérons les
vecteurs suivants:

C(l0 e &

al - u, , (l()(l2 = l(2 N (( ad, — Uy

0 3 7

Nous aurons

vo= vy + uy, Vo == vy + Uy, v, == t;;) + u, ... (6)

Au lieu du mouvement instantané donné du solide considérons
les trois mouvements suivants:

1) un mouvement caractérisé par des vitesses ¢, 02, vs des
points A;, A;, A; égales (équipollentes) & ¢,:

N
’ — 1) — ’ m—
Vi == Vg = Vg = ¥ -
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Ce mouvement est évidemment une translation de vitesse ¢,
parce que dans une telle translation les vitesses des trois points
Ay, Az, A; seraient justement égales a ¢,.

2) un mouvement caracterlse par des vitesses 01, v, s des
mémes points égales.a Uy, Uy, Us respectivement. Un tel mouve-

ment est bien possible, puisque

— - — — —_— N Py —_—

112 e II] — (tl (12 . 17,2 — 112 - (12 (13 i “, — 113 — a3 a,,
et nous allons voir que ce mouvement est une rotation. Menons
dans le plan (rn) les droites
AA, | aja,, A A, 1 aya

et la droite A A, .
Les tmangles A AA] et a;a,a;, aussl bien que les triangles

A ALA, et a,a,a, étant semblables, nous aurons

A,A;::A;AO__A;A;

a,ay 612 (lo ay (Ls

Les angles A,A,A; et a,a,a; étant égaux, on voit que les
triangles A, A; A, et a,a,a; sont semblables et la droite AjA; est
perpendiculaire & la droite @, a;.

Il s’ensuit que

aga,  a,a,  aga,
- r T ’
Aoy AJA, A A,
ou que
' u, u, u,
= == - ; == ®» ,
A A

1 A0A2 A A,

et il est évident que le mouvement est une rotation instantanée
de vitesse angulaire » autour d’un axe (A) perpendiculaire au
plan (n) et passant par le point A,, parce que dans une telle
rotation les vitesses des points A, ‘A:, A; seraient égales a
u,, Uy, Us respectivement. |

3) un troisitme mouvement oi les vitesses de tous les points
du solide sont équipollentes aux sommes géométriques de leur
vitesses dans les deux premiers mouvements. Un tel mouvement
est possible, puisque ces sommes géométriques forment un
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champ de vecteurs, satisfaisant a la condition du n° 1, vu que les
vecteurs composants y satisfont.

Il est clair que ce troisieme mouvement se confond avet le
mouvement instantané donné, puisque les vitesses des points
AL, Az, As v sont égales & ¢, ¢y, v5 (selon 66).

Il s’ensuit le théoréme fondamental suivant:

Tout mouvement instantané d’un solide se décompose en deux
autres: une translation de vitesse v, el une rolation autour d’un
aze (A).

Le point a, peut étre choisi arbitrairement sur le plan a,a,a,.
S’il se confond avec le point a,, A, se confondra avec A, 'axe A
passera par A, , et ¢, sera égal a ¢,. Nous aurons alors le théoréme:
Tout mouvement instantané d’'un solide se décompose en deux
autres : une translation dont la vitesse est égale a celle d’un point A,
du solide choisis a volonté, et une rotation autour d’un axe passant
par ce point.

Si nous choisissons le point ¢, de maniére que Ca, soit perpen-
diculaire au plan a,a,as, ¢, sera parallele & 'axe A, et nous
aurons le théoréme de Mozzi: A un instant quelconque, les ¢itesse
de tous les points d’un solide sont les mémes que st le solide tournait
autour d’un certain axe en méme temps que s'il glissait le long
de cet axe.

Il nous reste & nous affranchir de la supposition faite, que les
points a,, a,, a; ne sont pas en ligne droite. S’il en était ainsi,
la droite a,a,a; serait perpendiculaire au plan A; A, A, [vu (4)].
Prenons alors un point A, du solide situé en dehors du plan
A AL A,, et soit

Cay, = v,
la vitesse de ce point.

Le point a, ne peut pas étre en ligne droite avec a,a,as;,
puisque la droite a,a,asa, serait perpendiculaire & deux plans non
paralleles A;A;A; et AJA, A, ou A;A;A,. Des quatre points
a,, Ay, a3, a, il doit donc y en avoir trois non en ligne droite, et
nous pouvons raisonner sur ces trois points comme précédem-
ment. Les théorémes énoncés sont donec démontrés pour tous les

cas possibles.
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