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DISTRIBUTION DES VITESSES DANS UN SOLIDE
EN MOUVEMENT

1. — Nous commençons par rappeler les propositions suivantes1,

a) Les projections orthogonales des vitesses vx et v2 de deux points
Ax et A2 d'un solide sur Vaxe Ax A2 sont égales et de même signe.

Soient rt et r% les coordonnées vectorielles des points Ax et A2

par rapport à une origine fixe 0. (Fig. 1). Puisque les points
appartiennent à un même solide

PAR
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A1 A2" — (r3 — Pj)2 — const

et, en dérivant,

ou
A1A2(c2 — cj 0 (1)

et
Aj A2 c2 A1 A2

ce qui démontre la proposition.

JK A 2

Fig. 1. Fig. 2.

1 Ch. J. DE LA Vallée Poussin, Mécanique analytique, t. I, N03 61, 62.
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Soient (Fig. 2)

ca1 m ra0 — v.,

alors

r2 — i»j — flj a2

et, selon (1),

Aj A.7 aj /Y«, m 0 (o)

ce qui veut dire, que la différence géométrique ajag des vitesses

\T! et v2 de dew;r points A1 et A2 d'm/ soZtde estf normale à la droite

Aj A2.
b) La vitesse Vj d'zm point quelconque Ai d'un solide est

déterminée par les vitesses v1? v2, y3 de frws de ses points A4, A2, A3

non en ligne droite.
Soit d'abord A4 un quatrième point du solide, situé en dehors

du plan A1A2A3. La vitesse de ce point est déterminée par ses

projections sur les trois droites A1A4, A2A4, A3A4 non dans un

ai

Fig. 3,
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même plan. Ces projections sont connues, car elles sontégales

aux proiections des vitesses cq, v2, v3 sur les mêmes droites
A4A4, A2A4, A3A4 respectivement. Maintenant on connaît les

vitesses de quatre points du solide non dans un même plan et la
vitesse de tout autre point A; du solide peut se déterminer,
comme ci-dessus, à l'aide de celles de trois de ces quatre points
choisis de manière que leur plan ne passe pas par le point Ai.

Il en découle le principe suivant:
c) Si, dans un mouvement instantané quelconque d'un solide les

vitesse de trois de ses points, non en ligne droite, sont les mêmes que
dans un certain mouvement instantané connu, le mouvement instantané

du solide se confond avec ce mouvement connu.

2. — Soient A1? A2, A3 trois points non en ligne droite d'un
solide et

leurs vitesses respectives (Fig. 3).
Supposons d'abord que les points a4, a2, a3 ne soient pas en ligne

droite; —ils forment alors un triangle dont les côtés sont, selon le
n° 1 (a), perpendiculaires aux côtés du triangle A4A2 A3 :

Menons par le point A4 un plan (tt), parallèle au plan a4a2a3, et
par les points A2 et A3 les droites A2 A2 et A3 A3 perpendiculaires
à ce plan. La droite a1a2 étant perpendiculaire à A-, A2 et à A2 A2
est perpendiculaire au plan A4A2A;; de même, la droite a±a3
est perpendiculaire au plan AXA3A3. Il s'en suit que les plans
A4A2A2 et A1A2A3/ ne se confondent pas, et que les points
A1? Aa\ A3 forment un triangle dans le plan (rr).

Nous voyons aussi que:

axa2 _L AjAj ataB J_ At A3

ca 1 ' cat

«i°2 1 AjAs a2 a,A J_ A2A8 aîla1 J_ A3 A,

ainsi que

a2ch -L A2 A3 et o2os _L A3 A2

Les triangles AjA^A; et ax a2 a, sont donc semblables.
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Il est aisé de montrer que les vitesses et v'% des points A*
et As du solide sont égales aux vitesses ç2 v2 des points
A2 et A2 respectivement.

En effet, la vitesse ç'2 du point Ä2 est définie, selon le n° 1,

par les trois équations

(4 - »',) A, A; 0 (»/ - r2) A2A; 0 (Ç — r,) AsA'2 0

qui sont vérifiées, si l'on pose

S'2 — V'g
t

car

(r2 — v'i) A, A2 — a1a2. A,Ag 0 (selon (5)j

(t'2 — e2^A2Ag r= 0 identiquement

(t'2 — r3) A., A2 — 0 (selon (5))

Et de même

Nous pouvons, en conséquence, considérer le mouvement
instantané donné du solide comme défini par les vitesses

çn ç2i ç3 des trois points A1? A2, As non en ligne droite, situés
dans le plan (n).

Soit a0 un point quelconque du plan a1a2a3. Considérons les

vecteurs suivants:

»'0 » «0«1 — ?/l ' «0a2 U2 « «0Ö3 " "S *

Nous aurons

pj i-0 -f «, pô =r r0 + u2 p8 p0 + «3 ••• (6)

Au lieu du mouvement instantané donné du solide considérons
les trois mouvements suivants:

1) un mouvement caractérisé par des vitesses tn, e2', es des

points A1? A2, A3 égales (équipollentes) à p0:
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Ce mouvement est évidemment une translation de vitesse c0,

parce que dans une telle translation les vitesses des trois points

Al5 As, As seraient justement égales à ç0. _
2) un mouvement caractérisé par des vitesses ('s des

mêmes points égales à ult u2, u3 respectivement. Un tel mouvement

est bien possible, puisque

u2 — //j rr axa2 u?> — u2 — o2a.d /q — î/3 — as 'q

et nous allons voir que ce mouvement est une rotation. Menons

dans le plan (7r) les droites

A1 Ao _L °\ aQ ' A2Ao -L a2a0

et la droite A0 A3.
Les triangles Ax A'2 A3 et ax ci2 a3, aussi bien que les triangles

AjAgAo et axa2aQ étant semblables, nous aurons

^2 A 2 A
0

A 2 A 3

ax a2 a2 a0 a2 az

Les angles A0A2A3 et a0a2a3 étant égaux, on voit que les

triangles A0A2 A3 et a0a2a3 sont semblables et la droite A0A3 est

perpendiculaire à la droite a0a3.

Il s'ensuit que
a0ai „ a0°2 __ a0aS

A0A1 A0A2 A0A3

ou que
fq 11.2 Ko

A0A1 a0a2 a0a3

et il est évident que le mouvement est une rotation instantanée
de vitesse angulaire «autour d'un, axe (A) perpendiculaire au
plan (rr) et passant par le point A0, parce que dans une telle
rotation les vitesses des points Al7 A2, As seraient égales à

uii u2i u3 respectivement.
3) un troisième mouvement où les vitesses de tous les points

du solide sont équipollentes aux sommes géométriques de leur
vitesses dans les deux premiers mouvements. U11 tel mouvement
est possible, puisque ces sommes géométriques forment un
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champ de vecteurs, satisfaisant à la condition du n° 1, vu que les

vecteurs composants y satisfont.
Il est clair que ce troisième mouvement se confond avec le

mouvement instantané donné, puisque les vitesses des points
A4, A2, As y sont égales à e4, c2, e3 (selon 66).

Il s'ensuit le théorème fondamental suivant:
Tout mouvement instantané dèun solide se décompose en deux

autres: une translation de vitesse v0 et une rotation autour d'un
axe (A).

Le point a0 peut être choisi arbitrairement sur le plan a1a2as.
S'il se confond avec le point a1, A0 se confondra avec A4, l'axe A

passera par A4, et v0 sera égal à v1. Nous aurons alors le théorème :

Tout mouvement instantané d'un solide se décompose en deux

autres : une translation dont la vitesse est égale à celle d'un point Â1
du solide choisis à volonté, et une rotation autour d'un axe passant

par ce point.
Si nous choisissons le point a0 de manière que CaQ soit

perpendiculaire au plan a1a2a3l vQ sera parallèle à l'axe A, et nous

aurons le théorème de Mozzi: A un instant quelconque, les vitesse

de tous les points d'un solide sont les mêmes que si le solide tournait
autour d'un certain axe en même temps que s'il glissait le long
de cet axe.

Il nous reste à nous affranchir de la supposition faite, que les

points %, a2, a3 ne sont pas en ligne droite. S'il en était ainsi,
la droite a1a2a} serait perpendiculaire au plan A1A2A3 [vu (4)].
Prenons alors un point A4 du solide situé en dehors du plan
A1A2A3, et soit

la vitesse de ce point.
Le point a4 ne peut pas être en ligne droite avec a1a2a3,

puisque la droite a1a2a3a^ serait perpendiculaire à deux plans non
parallèles A4A2A3 et A4A2A4 ou AjA3A4. Des quatre points

aii a4 il doit donc y en avoir trois non en ligne droite, et

nous pouvons raisonner sur ces trois points comme précédemment.

Les théorèmes énoncés sont donc démontrés pour tous les

cas possibles.
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