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ELEMENTS DE LA THEORIE DES SURFACES REGLEES

PAR

R. Deavx (Mons, Be]gique)_.

A cause des notations, nous reprendrons les résultats intéres-
sants exposés par M. r’aBBE E. LAaINE dans I’Enseignement
mathématique, 25™€ année, p. 63, 1926.

1. — Equation de la surface. Une surface réglée (2) est
définie par la trajectoire (m) d’un point M de la droite généra-
trice g et par la direction de g pour chaque position de M. Si donc
E, ¢, i, ) sont respectivement la coordonnée vectorielle d’un
point N de g, la coordonnée de M, un vecteur unitaire porté par g
et la valeur algébrique du segment M N estimée sur I’axe orienté
défini par @, I’équation de (2) est

L= ¢4 dha . (1)
Les vecteurs ¢ et 72 sont des fonctions d’un parameétre ¢. On a
(@)> = 1, adi = 0 . (2)

Si it est constant, (X) est un cylindre. Si ¢ est constant, (2) est
un cone.

2. — Normale en N. Si ) est une fonction de t, le point N
décrit sur (2) une courbe (n) dont la tangente en N a la direction
du vecteur

AE = dé 4+ Vdit + ad) . (3)
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La normale en N & (2) a done la direction du vecteur?

INidt = NUa(dé + rda) (4)
ou
NCide + x)NCada . (5)

En particulier la normale en M a pour direction celle du
vecteur

Niade
et, sile point N s’éloigne indéfiniment sur g, la direction limite de
la normale est celle de

Nlada

comme on le voit en divisant le vecteur () par A.

Lorsque (2) est un cone de sommet M, le vecteur (4) est nul si
A = 0 et constant en direction s1 A 3= 0: le plan tangent est
indéterminé au sommet et est le méme en tous les autres points
de g. Lorsque (2) est un cylindre, le vecteur (4) est constant si
A est fini, et indéterminé si | A | croit indéfiniment: le plan tangent
est indéterminé au point a l'infini de g et est le méme en tous les
autres points de g.

3. — Surface développable. La surface (2) est développable
si, pour une génératrice g quelconque, la normale en un point N,
variable sur g, a une direction constante. Ii faut et il suffit que les

vecteurs
Nlade NCada (6)

soient paralléles, donc que les vecteurs #ut, dé, dit soient paralléles
a un méme plan, ¢’est-a-dire que I'on ait identiquement
deNlada = 0 . (7)
Dans le cas du cylindre on a identiquement dit = 0.

k. — Aréte de rebroussement. Si la relation (7) a lieu, les
vecteurs (6) sont paralléles. Il est donc possible de déterminer

1 Nous employons les notations de Massav. ab et J1Cab sont respectivement les

produits scalaire et vectoriel des vecteurs a et b. Voir F. BouNy, Legons de Mécanique
rationnelle, tome I,
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A pour que le vecteur (5) ou (4) soit nul. Il faut que

de + dda = ka , (8)

k étant une fonction inconnue de ¢. Multiplions les deux membres
de (8) par di. Il vient, en tenant compte de (2),
dedi

b= — | - (9)

Soit R le point de g dont le 1 a la valeur (9). En ce point, le
vecteur (4) étant nul, les vecteurs iz et dE sont paralléles. Doncla
génératrice ¢ y touche la trajectoire (r) du point R, aréte de
rebroussement de la développable (X) et le plan tangent & (2) en
R est indéterminé.

5. — Surface gauche. Si la relation (7) n’est pas une identité, la
surface (2) est gauche. En vertu du n° 2 le plan asymptote est nor-
mal au vecteur

Niada

et, par suite, le plan central est normal au vecteur
da .

La tangente au lieu du point central, O, étant normale a dr,
on doit avoir, en vertu de (3) et (2)

di(de + ida) = 0

et le 2 du point O est
deda

b= — ———(dﬁ}g : (10)

La ligne de striction est donc donnée, comme a fait remarquer
M. v’aBBE E. LaINg, par la méme équation que D’aréte de
rebroussement dans le cas de la surface développable.

Aux valeurs de ¢, solutions de I’équation (7), correspondent
des génératrices singuliéres de la surface gauche. Sur chacune
d’elles le plan tangent est unique (n° 3) sauf en un point R (n° 4)
situé sur la ligne de striction, ou il est indéterminé.
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6. — Signe d’un angle. Soit AB un vecteur dont 'origine est
dans un plan = et qui est normal a ce plan. Un observateur se
place sur AB, la téte vers B, regarde n et adopte comme sens
positif des angles de ce plan le sens du mouvement des aiguilles
d’'une montre, c¢’est-a-dire celui des rotations positives autour
de AB. | |

Soient @, b deux vecteurs dans le plan =, (@, b) leur angle
apprécié relativement a4 un vecteur unitaire /#+ normal au plan,
a, b les modules des vecteurs @, b. On a, en grandeur et en signe,

AT
sin (@, b) = : ]s” g (11)
ab
Ty ('17; -
cos (a, by = ik (12).
- 1?3]1(?7; o
tg (@, 0) = - ’({7) i (13)

tg (@, b) ne change pas si on remplace 'un des vecteurs ou les
deux par leurs opposés.

7. — Formule d’expulsion. On sait que
NUa M be == (a€) b — (ab) < . (14)
8. — Paramétre de distribution. Nous excluons le cas du

cylindre et des génératrices singulieres cylindriques.
Soient w et ¢ les plans tangents en O et N a la surface (2).
On a, pour observateur placé suivant /¢ sur g (n% 6, 2)

tg (wv) = tg[da, NCi(de + rda)]
aNCdadlal(dé + 1da)
tg(oy) = - e
4 daNLade
ou, en vertu de (14),
didé 4+ r{da)?
tg (wv) = el
d[? 91 L Iz ({(j
En vertu de (10),
didé
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Donc le nombre |
ON _ deIa dit )

P gen T T @
est indépendant du point N et du sens de iz: ¢’est le parameétre
de distribution des plans tangents pour la génératrice g. La
rotation du plan tangent autour de g orientée arbitrairement
se fait positivement ou négativement suivant que p est positif
ou négatif et g est alors dextrorsum ou sinistrorsum.

Soient ¢ -+ Aé la coordonnée d’un point M’ voisin de M sur
(m); 7 4+ A+ le vecteur unitaire porté par la génératrice g’ issue
de M’; Oy, O, les pieds sur g et g’ de la perpendiculaire commune
a ces droites; (gg') angle (it, @ - Adt) apprécié relativement & un
vecteur unitaire ¢’ porté par cette perpendiculaire; O; O, la
valeur algébrique de la plus courte distance estimée sur #’. On a

Ol O:) - (ZIA()
@’ sin (g¢') = IMa(a + Aa) = Masa . (16)
Donc
0,0, __ AeNlada
sin (gg)  sin® (g57)

- Mais, de (16) on tire
sin? (gg’) = (MNlada)? = (Aa)y* — (ada)? .

toZe]
Par suite, si g’ se rapproche indéfiniment de g, on a

0,0, déJTL i di

sin lgg’) (dir)*®

lim

et, en grandeur et en signe, quel que soit le sens du vecteur 72’
choisi sur 0,0,,

— lim 9,9, 1 7
= STn (33 L
9. — Trajectoires orthogonales des génératrices. Le point N
décrit une telle courbe si
ddE = 0

! DARBOUX, Legons sur la Théorie générale des surfaces, troisieme partie, p. 302.

C. SERvAls, Sur les surfaces réglées, N°s 1, 2 (Annaes da Academia polytechnica do
Porto, 1919, tomo XIII). Ces géometres opposent les sens positifs des angles et des
rotations. Les seconds membres des formules (15) et (17) vy sont donc changés de signe.
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ou, en vertu de (3), si
d) — — iadeé .

Les trajectoires sont données par

Y = — [(?d(? -+ constanle .
t

10. — Céne directeur. La parallele a g issue de 'origine des
coordonnées engendre le cone directeur de (Z). L’extrémité du
vecteur i localisé en ce point décrit une courbe sphérique (g).

Solent s, o les arcs des courbes (m), (g) et ity, i1y les vecteurs
unitaires portés par les tangentes positives a ces courbes. On a

d(‘%_ﬁ da e — 0
T = Um > Z];;_{g’ /(ug_
Done, en vertu de (15),
p = js i Dn,(?mﬁg . (18)
o)
11. — Cas ou (m) est une trajectoire orthogonale. On a
aa_ — 0.

m

On désigne par V P'angle (@, ity) apprécié autour de i et (13)
s’écrit, en vertu de (11),

p = o sin V . (19)

V est 'angle que fait le plan asymptote relatif & g avec le plan
tangent u en M. Si donc on prend le demi-plan central o tel que

(0, %) = + 5,0na

.\v - ([7m !v)) + -:—z j—— ({)‘(.)) ..}.. fz ,

ds
B = };— cos (ww) . (20)

Mais en vertu de (15),
oM
p t 7( g

g(wp)

S A SR
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Done

OM — ‘j{; sin (wu) . (21)

De (20) et (21) on déduit que

Par suite si au point ceniral O on éléve la perpendiculaire

OK = |p| pour avoir le point représentatif K de MANNHEIM,
‘l’hypoténuse KM vaut Z;;' :

Elément linéaire de (2). Comme, en vertu de (10) et (22) on a
didé — — MOds® |
ds? = (OM® i pYds*
I’élévation de (3) au Garfé donne pour dS* de la courbe (n)

ds? = (dMN)* + (p? 4+ ON%ds* . 1

12. — Lorsque la courbe initiale (m) est la trajectoire orthogo-
nale des génératrices qui passe par le point central, (20) s’écrit,
si on prend (wu) = 0,

ds
[) pom: % ;

Donc st on oriente arbitrairement la génératrice g ainsi que
Uindicatrice sphérique des génératrices et st on oriente la trajectoire
orthogonale passant par le point central de facon que le triédre
(7, iy, ity) SOUt de rotation directe, le paramétre de distribution

ds

est, en grandeur et en signe, - . (Voir d’ailleurs la formule (18).)

Cette définition du parametre de distribution rappelle celles
de la courbure et de la torsion en un point d’une courbe. On en
déduit immédiatement que le parameétre de distribution pour
une génératrice de la surface des binormales d’une courbe
gauche est égal au rayon de torsion de la courbe au point corres-
pondant.

1 DARBOUX, loc. cit. — VESSIOT, Legons de Géomélrie supérieure, p. 108.
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13. — Lorsque la courbe initiale (m) est la ligne de striction
de (2) on a, en vertu de (10)

U g = 0

et si V est ’angle (&, 7,,) apprécié autour de 7,4, (18) s’écrit

surface réglée () peut étre soit une géodésique, soit une trajectoire
des génératrices sous un angle constant, soit la ligne de striction.
St deux quelconques de ces propriétés lui appartiennent, il en est de i
méme de la troisiéme 1.
Prenons ’arc s de (m) pour parametre. Soient » le rayon de |
courbure en M et i, le vecteur unitaire porté par la normale

d:
o= d_s sin 'V .
g
14. — Théoréme de BoNneT. Une ligne (m) tracée sur une

principale. Si (m) est ligne de striction et trajectoire, on a i
dit , f
< . 9 2
@ e 0 . (23) :
a_ it =—— a , «a = constante. (24%)

m

2

Dérivons (24), tenons compte de (23) et d’une formule de !
FreENET, il vient ;

Done (m) est géodésique.
Sion a (23) et (25), on en déduit par addition
- da dia

Mo = - Mg =0,
™ ds ds

d’ou (24).
Sion a (24) et (25) on en déduit (23) apres dérivation de (24).

Novembre 1926. Ecole des Mines de Mons.

1 O. BoNNET, Mémoire sur la Théorie générale des surfaces, Journal de I’Ecole Poly-
techniqgueX X XIIme cahier, p. 70, 1848. — G. DARBOUX, tome cité, p.311. — C.SERVAIS,
loc. cit., démontre ce théoréme sans calculs, N° 18.
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