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258 P.-C. DELENS

équations t; = 0, w5, = 0, donc on trouverait en outre 2 (n + 1)
invariants mixtes pour ces deux équations. Et pour ’ordre n > 2,
2 (n — 1) invariants étant fournis séparément par les équations
wy, = 0, Wy = 0, on doit trouver deux nouveaux invariants. En
fait, les choses ne se passent pas aussi régulierement des le début.

I1 est préférable de traiter plus symétriquement le systéme (61),
ce qui permet en particulier d’obtenir des formes normées plus
simples pour les expressions de Pfaff; mais nous ne traiterons
pas directement ce systéme, devant retrouver un systéme ana-
logue dans le probléme suivant, relatif a la conservation d’une
équation quadratique.

CONSERVATION D’UNE EQUATION QUADRATIQUE.

26. — Soit I'équation quadratique
x = Ldu® 4 2Mdudy 4+ Ndv? = 0 (62)
qui sera conservée moyennant les conditions

3L, — 2LE M — M(Z + ) 3N — 2Ny

L M N
Dans le cas général L £ 0, M 3£ 0, N £ 0, on pose

9 9
L= % M — ™ N = e

(63)

Comme nous venons de l'indiquer au cas précédent, n (n -+ 1)
invariants distincts sont a prévoir jusqu’a l'ordre n, et 2n
nouveaux pour cet ordre. Mais en posant

e M2
b= e‘l(m l=n) __ EN (64)
p L. 2p /
= = = = — N
NT¢ P
on voit aussitét que u est un thvariant d’ordre zéro; en effet,
tout invariant de la forme y, qui ne dépend que du rapport des
coefficients de cette forme, est cussi invariant de l’équation

X = 0. Les équations a écrire sont
u=0  dp=¥¢— IV, 0]

s 61”10 = Pio g+ & 5[)01 — pm"ll —

. ’ [V, 1]

? 6tu‘lo = 1—*;05' 5:).01 — :J,Ol'/k’

7N
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En écartant le cas des équations invariantes pyy = 0, uo; = 0,
on trouve pour le premier ordre un seul nouvel invariant

T = P‘_IO B_P . (65)
o1

(ce qui donne bien 2 invariants jusqu’au 1°* ordre inclus);

du reste - = p.et o étant deux invariants du 1€ ordre de la

Qo

forme y (n° 16). On peut ensuite substituer 4 la seconde équation
[V, 0]

Bt =10 v, o]
et en posant
| {}.10 = em {J'Ol = ey (66)

on peut écrire les deux derniéres équations [V, 1] sous la forme
B = £ oy =1/ [V, 1]
Dans les équations dérivées, on pourra encore substituer celles

en drqo et 07y & celles en dzy, et dy,,, de sorte que nous écrirens

8p20 — 2p20 '6/ _!_ p]OE’/ _‘r_ g/// 6[)02 — 2/)027},‘\\" pOI .q/’ — 7]”,
apn = Pu (5' + ')

o~ e T ! '\"_
67y, AP o

[V, 2]

— — - '
‘o1 1)

i

8Y10 = Y108 0ay = Xo 1
soit 7 équations au lieu de 6, les deux derniéres n’étant pas
indépendantes, & cause de la relation

P = Loy e’ = Yo g¥ ‘ (67)

On obtiendra donc les 4 invariants distincts du 3me ordrel

—X-Y
Ui €

E=p ™Y  O=rt,e% 9=nr1,¢e7 (68

Les parametres différentiels d’une fonction f

Suf: /.loe—x '90/: ﬁ)l e—?/ (69)

"1 Les lettres ¢, £, 6, - sont ici employées pour représenter des invariants différents de
ceux preécédemment désignés par les mémes symboles.
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donnent lieu aux relations

—r— . . = .
SMS",/': i€ L/ — e3,/ 3‘,3”/': fi e L - s.S'u/

' 70
(.S'M-S'V)f == E(.&u/'——— .9"_f) 3,“,f: /-ne~9c—_:/ ( )

et permettent de former tous les invariants suivants a partir
des invariants essentiels y, 7, ¢, £. Dans le cas général, g 7= 9, les
invariants u, =, 9, » sont suffisants; en effet les conditions

o =01t =00 =069 =20

permettent alors, en tenant compte des relations
d’olt

de retrouver £,;, = 7n,, = 0 et les équations [V, 0].

27. — Cas particuliers. — S1 deux des quantités L, M, N sont
nulles, les équations réductibles aux formes du? = 0, dudy = 0,
dv* = 0, n’ont pas d’invariants.

Si L ou N est nul, I'équation a une forme sd¢ = 0 ouwsdu = 0;
I’on est par suite ramené au cas de I’équation & = 0. :

Si M = 0, la conservation de I’équation quadratique se traite
exactement comme celle d’une équation de Pfaff; on part en
effet de la seule relation

op =8 —
analogue a [IV, 0] dun°18. L’équation a iciune forme ;%, =0,
ou les formes de Pfaff o, et @, ne difféerent que par le signe du
coefficient C (c’est-a-dire C; + C, = 0). De méme, dans le cas
2190 = po1 = 0, donc u constant, tous les invariants, en dehors
de v, sont formés comme dans le cas précédent . = 0, c’est-
a-dire comme pour une équation de Pfaff.

Nous ne traiterons pas le cas ou une seule des quantités u,,
et 19, serait nulle, ni les autres cas partlcuhers qui se présentent

ensuite.

28. — Formes normées el normales. — On peut évidemment,
pour conserver ’équation y = 0, ramener le probléme & celul
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de la conservation d’une forme quadratique normée par un
facteur convenable; en considérant deux formes équivalentes,

les relations

LU MUV Nvz o 1)

montrent qu’on obtiendra des facteurs normants en utilisant
des invariants relatifs (2), (¥;) ou (2,) de I’équation y = 0; les
formes normées seront toujours caractérisées par certaines
relations entre leurs invariants.

Considérons en particulier la forme que nous appellerons
normale (dans le cas général)

* = Qy = L*du® + 2M*dudy + N*dy* 172}

(les quantités se rapportant a cette forme étant marquées d’un
astérisque), avec le facteur normant du premier ordre

X+ y-
oMo f (73)
— /

— = — = T
VLN (/LN

-

donnant

L* = % TUHp — p2x-logs  Nw . j@+y-p __ ,2y+log- M = \/P' L¥N* (74)

et calculons les premiers invariants de la forme y* en fonction
de ceux de I’équation y = 0
1

p.*::p.,}\*—“‘/* — (V— ‘)1/),0 = -—; Q“*:‘/T_: (7

On voit que p* ¢* = 1; par suite une forme quadratique nor-
male est caractérisée par la relation

g =1 (76)

entre deux de ses invariants du premier ordre; cette relation
entraine en effet '

{+n
Dol = € + ou Tty — gttn

par suite

L¥=L M*=M Nt=N Q=1

?
Si I’on se reporte aux décompositions d’une forme v indiquées
au n° 17, soit -

1= w6 = 67 4+ 7, 7o = 2M dudy (33)
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on volit que l'on a 1ci
¥ =% 4 ‘/‘: *5 = 1/ Q 1
et la forme *w n’est pas normale au sens du n® 22, ni méme
normée intrinsequement, mais seulement par rapport a la forme

v; on devrait naturellement employer un autre facteur normant
pour 7 dans le cas p. = constante.

EovarioNn DE PFAFF ET FORME QUADRATIQUE PARTICULIERE.
(CONCLUSION.

20, — Envisageons entin le probleme de la conservation
simultanée de ['équation
. A &
ry = Adu —+ Bdy = 0 (. = l_’ - e (3’!)
D
et de la forme quadratique
7o = 2M dudy M, = ™ (77)
On obtient les conditions
nc = E — 4/ om, = & + (VI 0]
ou, en posant
m, 4+ ¢ =2z m, — ¢ = 2w
Sr=E Bwo=1 [VI, 0/

conditions analogues a celles obtenues pour la conservation de la
forme

I Y - - \‘—* - B ~
= Adu + Bdy A = ;—33'0 B :\/K M, (“8)

On utilise done ici un facteur normant d ordre zéro

:\l 0

1 0
AB

I

(79)

et ’on peut aussi rattacher aux formes 7 et y, la forme quadra-
tique

w2

W — 7o

Il

/

dont I'invariant ». d’ordre zéro est nul.
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