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nous nous sommes occupés iei et qui sont aussi les ensembles de
-capacité électro-statique nulle sont également ceux qui ne sau-
~ raient étre ensembles de singularités pour une fonction harmo-
nique bernée, ensembles au sujet desquels M. H. Lebesgue
avait fait connaitre des résultats importants L.

FORMULES ELLIPTIQUES
POUR LA RESOLUTION DE CERTAINES EQUATIONS
~ DE FERMAT

PAR

Emile TurrizRE (Montpellier).

OBSERVATIONS PRELIMINAIRES SUR LES EQUATIONS DE FERMAT
DANS LE CAS OU LE POLYNOME DU QUATRIEME DEGRE
A AU MOINS UN ZERO RATIONNEL.

1. — L’étude d’une equatlon mdetermmee du quatrieme

degré de FERMAT
ay st + ha, z¥ 4 6‘5‘éz2?+ Yagz + @ =y,

dont une selution particuliére est connue a priori, se rameéne
tout d’abord, par une transformatien homographique sur la
‘variable z, a celle d’une équation du meme type, mais avec

ao—-"1 .
'x4+4ax3+6ax2+4a3x+a4’=X:[];

la solution conrrue Z. est devenue la valeur mﬁme de la nouveﬂe
varlable . '

10 R Ac. sc.,,' t. 176, p. 1097, avril 1923.
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Les formules générales de Dinversion elliptique résolvent
alors la question. Les fonctions elliptiques sont caracterisées par
les invariants:

, 2
— 7
g = a, — 4a a, + 3a, ,

3 2 2 .
a,a, + 2a,a,a, — @y — ag — A1 4, ;

I

8

la cubique de Weierstrass est particuliére en ce sens qu'elle
admet au moins un arithmopoint d’argument ¢ tel que:

3
pr = af— a, P’v = a, — 3a,a, + 2a, ;

en général, la cubique admet toute la chaine illimitée dans les
deux sens de solutions — 2¢, — ¢, ¢, 2¢, ... comprises dans la
formule u = n.¢ (n entier algébrique quelconque). Dans le cas
général, on ne connait que ces arithmopoints.

2. — En général, la connaissance des valeurs du systeme des
trois nombres pu,, p'u,, p'u, suffit pour déterminer complete-
ment une cubique de WeIersTrRASS. Les invariants sont définis
par les formules: '

— 2 "”o.
12p 2}) :

I3
|

g = —8p 2t =

dans le cas actuel de fonctions elliptiques liées & une équation
de Fermat, la question est complétement définie par la connais-
sance de pe, p'v et g, par exemple.

Les formules générales de résolution sont alors, avec un
argument variable u: |
1 p'u — })’s'
2 pu — pv '
VX = pu — p(u, + v) .

x = — a; +

Dans le cas de forme illusoire pour I'expression de z (¢’est-a-
dire lorsque u = ¢), la vraie valeur de x est
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" Aux couples de solutions de 1’équation de Fermat correspon-
dant & une méme valeur de z et aux deux déterminations du
radical VX, correspondent des arguments u, u’ tels que:

> U+ uw 4 v= urvle‘_.péri‘ode .

Ces généralités rappelées 1, nous supposerons dorénavant que
’équation considérée est du type spécial pour lequel le polynome
du quatriéme degre X a un zéro ratlonnel

3. — Soient x; ... x, les quatre zeros de X 0; les argu-
ments correspondants sont :

[

U, = — — LW Uy — — — V) U, /] — — . w w, == — — .
=gt g e =gt e, 4= —g

w1, Mg, wg SONE trois demi- perlodes auxquelles correspondent les
trois racines de p'u = 0:

e, = pes €y = pws > X e, _': Pw3

La différence de deux quelconques de ces quatre valeurs de u
“étant une demi- -période, si ces deux arguments représentent deux
zéros rationnels de X, cest -a-dire deux arithmopoints de la
cubique, Pune des trois racines e est rationnelle: aux arithmo-
points u, et u,, par exemple, correspond une valeur rationnelle de
es: \ ’
Uy — Uy == ) — w, = wy + période ;

e, = P‘(ul' — Uy .

D’ou les propositions suivantes:

Si le polynome X a deux zéros rationnels, l’eguatwn pu=0a
une racine ratwnnelle N ) . -

St le polynome X a ses quatre 26ros ratwnnels l’equatwn pu= 0
.a ses trois racines rationnelles. B > |

Réciproquement, dans le cas d’un polynome X gyant déja un
zéro rationnel, la connaissance d’une racine rationnelle de I'éguation
cubique p'u = 0 entraine celle d’un -second zéro rationnel du
polynome X. | ‘ o

" 1 Voir & ce sujet mori étude générale Sur les équations indéterminédes de Fermat du
Bulletin de la. Société mathématique de France (mars 1928).
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Dans le méme cas, Uexistence de trois racines rationnelles de
Péquation cubique, implique ['existence de quatre zéros rationnels
pour le polynome du quatrieme degré.

4. — Toujours dans le cas d’un polynome X doué d’un zéro
rationnel, reprenons les formules d’inversion elliptique. Sans
restreindre la généralité des résultats, on peut supposer que la
racine rationnelle connue a priori est + = 0; le coefficient a, est
nul. 11 existe alors un nouvel arithmopoint w sur la cubique:

1
pw = 5 ay P'n' = a, , P”w = 2a,qa,; ;

d’ou, par application des formules d’addition des fonctions
elliptiques:

/

})2«(' = pv, P"Zw = —pv

20 + v = période ;

argument w est identique a I'une des quatre valeurs wu; ... u,.
La connaissance d’un zéro rationnel de X est ainsi équivalente
a celle d’'une des quatre déterminations de la moitié de 'argu-
ment ¢. |
Inversement, supposons connues les valeurs de pw, p'w,
pw. Les invariants g,, g; en résultent par les formules données
plus haut. Les formules:

P”“'
P’w ’

] %

s = Pv—]—- QPW = , P’v —_ })’w — S(PV——P((')
permettent de calculer successivement le coefficient angulaire s
de la tangente en I’arithmopoint & de la cubique de Weierstrass,
la valeur de p¢ et celle de pe.

I1 existe une infinité de polynomes X associables & une méme
cubique de Weierstrass (tant que l'on ne précise pas la nature
de ¢). Mais la détermination de X s’effectue sans ambiguité
lorsque sont données po, p'e, p'¢ (ou g,). Ici les formules pour
la détermination de X se présentent sous la forme simple

s
a = 5, ay = QPW , a, = P’w , a, = 0 .
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5. — Expression de x en produit de facteurs ¢. — L’expresswn

~ “de z est ensuite:

x (P il ) .
Plt -_— PV
Considérons la fonction entiére: ‘
_f(u) = P’u. —_ P’v — s(pu —pY)
elle admet le zéro simple u = ¢ et le zéro double W = w; elle

s’exprime donc sous la forme

2 c(;t — v) .o (e — w)

f(u):—-(— _ e ,

sdu

G étant une constante qui se détermine simplement en atiri-

buant & u une valeur particuliére telle que u = — v ou u = — w.
fle) = =2y, [l=w) = —2pw.
C=¢ac*w.o2w . ’

D’ailleurs un calcul direct donne:

) _prpe Pt py
f() | Pu-—Pw+2 Pu——Pv'_}- ’

(apres suppression d’un facteur, commun aux deux termes,
- pu — pv). D’our:

f(u)

(la constante additive &¢ + 2&w ‘—i— 2 étant évidemment nulle');

f’ (u) = Clu —v) + 20(u — w) — 3Cu.

- Vintégration donne alors l’expressmn ci- dessus de f(u) en pro-
- duit de fonctions sigma. | o '

‘Finalement I’expression de z (dans le cas ou 'un de* zéro est
z = 0, correspondant au = w)est: \ |

__ o2w 62(u — w)
T ofw T o(u— 2w) .ou

6. — Autre représentation des résultats précédents. — Par.‘le_fai}'t o
que le polynome en z du quatriéme degré a un zéro rationnel z,,
qui est d’ailleurs une solution de I’équation de Fermat, la réso-
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lution de celle-ci est réductible aux fonctions elliptiques quel que
soit le coefficient a,. Il suffit de rendre nul e, en posant x = z — 2y,
puis de poser

pour se ramener a une équation
P — gt — g =1 .

Les invariants se présentent sous leur forme habituelle, ou
a, = 0. Bref, cette méthode conduit a la représentation suivante

de la solution générale de 1’équation de Fermat pour a, = 0:
" — "1
x:-———l)———, \/X:P-,—.xz.
Pt — Pw P W
“ . - G (2w
Comme d’une maniére générale p'w = — —(;,—), ces expres-
= oY

sions sont identiques & celles qui viennent d’étre données, en
liant les arguments u et ¢t par la relation:

w =1t-+ w.

NOUVELLE FORME DE LA QUESTION PRECEDENTE.
ETUDE D'UNE RELATION HOMOGRAPHIQUE.

7. — L’étude arithmogéométrique de certaines classes de
triangles remarquables pose la question suivante:

« Former les équations du second degré, a racines rationnelles,
« dont la somme et le produit sont reliés homographiquement. »

La résolution de cette question dépend des fonctions elliptiques,
avec un cas étendu de dégénérescence.

Voict I’étude complete de cette question.

8. — Formules générales.

Soient S et P la somme et le produit
des racines de I’équation du second degré; ces expressions sont
liées par la relation homographique:
__AS 4B

P — —— ! —
S —s 7
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