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SUR L’ INTEGRATION DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

PAR

E. LAINE (Angers)

1.— Sopnus LiE a déduit de la théorie des transformations de
contact une méthode bien connue d’intégration de I’équation
différentielle du 1¢r ordre,

F(x, y,.pl) = -a ,

ou nous écrivons p; a la place de y’. Cette méthode consiste &
déterminer une intégrale, distincte de F = cte, du systéme diffé-
rentiel

dF
de _ dy _ " op "M
@
dx
ou l’on a posé |
| dF\._oF '~ oF
de!] — dx plgy )

Soit @ (x, y,' p;) = cte une telle intégrale. L’élimination de p,
entre les équations

donne 'intégrale générale de I’équation proposée.

Je me propose, dans le présent travail, de généraliser cette
méthode pour lintégration des équations d’ordre supérieur au
premier 1, |

1 Cf. Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 1923, 1"" semestre, p. 1600.
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2. — Nous appellerons élément du nitme ordre, dans le plan xy,
tout ensemble de valeurs des variables z, y, py, .., Pn-

Quand nous aurons & considérer des fonctions de ces variables,
nous nous placerons toujours dans des domaines d’analyticité.

Si Pon établit, entre les variables x, y, pi, n 4 1 relations dis-
tinctes, on obtient oo! éléments d’ordre n; on peut alors supposer
que z, ¥, p; sont fonctions d’une méme variable, ¢, par exemple.
On dira que ces éléments forment une multiplicité m, quand
on aura identiquement

dy — pydx = 0, dp, — pydx =0, ..., dp, , —p,de =0. (1)

Les équations x = z(t), y = y(t) définissent alors en général
une courbe, qui est le support ponctuel de la multiplicité. Il
peut se faire que le support ponctuel se réduise a un point: les
équations (1) montrent alors que z, ¥, py, ..., pn1 sont cons-
tants, et que p, reste arbitraire.

Notons encore que la multiplicité m, est complétement
déterminée par la donnée de son support ponctuel.

De toute courbe y = f(x) du plan zy, on déduit une multi-
plicité m,, en posant

P = f'(x) . pe = ["(x), ..., P, = f('l)(.r) .

(8]

3. — Soit
o = h(dy — p,dx) 4+ ... 4+ X (dp, | — P, dx)

une forme de Pfaff ou les X sont des fonctions arbitraires, non
toutes nulles, des variables z, y, p;. Je dis que cette forme est
aumoins de classe 3. En effet, il n’en était pas ainsi, on pourrait,
en la multipliant au besoin par un facteur convenable, la sup-
poser de classe 1; il existerait donc une fonction U(z, v, pi)
telle que

dU = )\1 (({y — dl) + o T )‘n (dpn——l — Pa dT) :

On en déduirait d’abord

oU - oU oU < oU

— == A ju— )\ - / ja—
N 1 0 Q1 — ‘” ’
Y Dpl hPu—-l bpn
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puis
oU .
dx MPr— Mpy — o — NP,
et par suite |
oU | U dU oU
7+P1@+--~+an—0, %,——Or

ce qul entrainerait nécessairement U = cte: les “coefficients A
seraient donc tous nuls, contrairement & 1’hypothése..

Nous allons maintenant généraliser un peu la notation des
crochets de Jacos1. Efant données deux fonctions des variables
Z, Y, P1y --- Pn, s0lent X et Y, nous poserons |

X /dY dY /dX
X, = 5 (%) = 0 (3)

le symbole (%) désignant 1’expression

d d >
ox TPy T T Pug—

On vérifie immédiatement les relations

dF d o

[X,X], =0, [X,Y], =—|Y,X] =% or

[F(X), ®(Y)], (X, Y]

n’ n

Soient encore U, V, W trois fonctions des variables z, y, pi;
on aura identiquement

dU . oW - R
b[’n [V’ WJn E‘Pn[w U]n + p" [U’ \]n - 0 ’ (")

et aussi’
() WL+ ()Y UL+ () VL =0 @

Nous dirons enfin que deux fonctions F et ® sont en involution
d’ordre n quand on a

[F' q)]n : 0 ’ ‘ (/’)

ce qui a lieu en particulier si F et ® sont indépendants de pn.
L’équation (4), ou I’on considére ® comme une fonction inconnue,
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admet, outre la solution manifeste F, nintégrales distinctes. Ceci

. . , . dF

est évident si ' dépend de p,. Si . = 0, notons qu’on ne
n

pourra avoir <%> = 0 que si F se réduit & une constante, hypo-

. L 0P
thése que nous écarterons; I’équation (4) se réedwit donc a —- = 0,

n

et elle admet encore n -4 1 intégrales distinctes, par exemple
Ly Yy P1y +++y Pn—1- _ .

On déduit des formules (2) et (3) que deux fonctions en 1nvo-
lution avec une troisitme qui ne se réduit pas & une constante
sont en involution entre elles.

Soient X et Y deux fonctions des variables z, i, p;. Je dis que
si on peut trouver une troisiéme fonction P telle que l'on ait
'identité

dY — PdX = ) (dy — p,dx) + X (dp, —— pydx) + ...
-+ )\n (dpn—l - Pnd'r) ! (5)
les coefficients A n’étant pas tous nuls, les fonctions X et Y sont
en invelution.

En effet, en identifiant les deux membres de la relation (5), on
a successivement

0Y 0X
dx Pb_x — lel — )\2p2 e T )\npn,
oY 0 X oY 0 X .
— —P ==, , 2~ _p =%, (=12 ..,n—1) (6
Oy Oy O p; Op; vt
0Y
Y ——PO\ — 0 .
bpll bp’l

Eliminons les X entre les équations (6) des deux premiéres
lignes; on obtient d’abord

dY dX
()~ () =

d’ot, en tenant compte de la derniére équation (6),

X, Y], = 0.
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4. — Nous avons vu qu'une multiplicité m, était définie par
n + 1 relations distinctes entre , ¥, py, ..., pn. H est clair que
ces relations ne peuvent étre prises arbitrairement, car pour
qu’elles définissent une multiplicité il faut qu’elles aient pour
conséquences les équations (1): la condition est d’ailleurs suffi-
sante. _ :

Soient X, X, ... Xp41, (n+ 1) fonctions de z, y, py, ..., Pn.
Nous allons chercher a quelles conditions les équations

.le(,.x', v, P'l,) = a,;, ..., X"_*_i(x; Y, P‘L) = @, . (7)

définissent, quelles que soient les valeurs données aux constantes
arbitraires g;, une multiplicité m,.

Remarquons d’abord que les n 4+ 1 fonctions X doivent étre
~distinctes. En effet, si elles vérifiaient une relation telle que

0(X,, X,, oo, X, ) =0,

n+1) :
les équations (7) ne seraient compatibles que pour les valeurs
de a,, ... an+1 satisfaisant & la condition

b(ay, ..., @, ) =0,

et dans ce cas elles se réduiraient & n équations distinctes au
plus: elles ne pourraient donc définir une multiplicité m,.
Ceci posé, les équations (1) devant étre des conséquences des
équations (7), on devra pouvoir trouver n(n 4+ 1) coefficients
ol tels que l'on aif identiquement

o Xm + g dXy + o+ @ dX, = dy — p,da
af aX, + angZ, + .+ oiz_H an_H = dp, — p,dx

| (8)
af dX, + agdX, + ... + “;:+1dxn+1 = a’pn__1 Ldr .

Il est impossible de tirer du tableau («F) un déterminant d’ordre
n qui soit nul. En effet, supposons par exemple que P'on ait~

11 1
al a2 LN ) a’l
c 2 2 2
Oy Qg ere O

n.n - .n
oy Og ... O
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On pourrait alors trouver n coefficients non tous nuls 24, 45,
, An tels que l'on ait identiquement

)‘1(({?/ _pldx) + ...+ )\n(dpn—-l - <E >\1 n+1> “n41 0

1=1

ce qui est impossible, puisque la forme de Pfaff qui figure au
premier membre est au moins de classe 3.

On pourra donc résoudre le systéme (8) par rapport & n quel-
conques des différentielles dX,, ..., dX,+1; on aura par exemple

ax,; + U, dXH+1 = {Li(dy — p;dx) 4 ... + {J.,’il (dp,_y — p,dx)

Les fonctions U; sont, & un facteur non nul pres, des détermi-
nants d’ordre n tirés du tableau («f); elles sont donc différentes
de zéro. Les coefficients p}, ..., u? ne peuvent étre tous nuls,
puisque X; et X, ;4 sont des fonctions distinctes. Ainst, pour que
les équaitons (7) définissent une multiplicité m,, 1l est nécessaire
que 1’on ait

[Xz" Xk]n = 0

quels que soient les indices ¢ et k.

Nous allons montrer que ces conditions sont suffisantes. En
effet, supposons-les vérifies, et cherchons §’il est possible de
trouver n (n 4 1) coefficients of vérifiant les équations (8).

La premiére donne, par identificalion,

10\ 10\ \)Xn—i—l

%1 D n—f—l DX -+ Pr = 0,

10\ 10\2 aXIl+1

oy \y + 02 + + all—]—l Oy —1 = 0 ’

10\ 10N 1 oX, 1 (9)
+ap—2 4 o * —

OPI aQb[)l . + et 0Py =0

10\ OX
+ Oy ——= + _+_ n-+1 . .

Opn \P,, ”+1 C)l)n = 0

L’Enscignement mathém., 26¢ année; 1927. 3
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ces n -+ 2 équations & n -+ 1 inconnues sont compatibles, car le
déterminant -

oX, 02X, 0X

1 n+1 .
dx dx da P
2%, oX, "Tust g
oy oy | >y
0X, ' 0
2
0X, 0X, ‘ 0X, 1 0
op, op, C op,

peut s’écrire encore, au signe preés,
/dX,\ [dX, dX, 11
dx dx dx )
D_)S ' 0X2 : : bXn-}-l
. 0Py op, o op, ;

le sz bXn.—i—l
0Py Op, T op,

ce dernier determmant est égal & la somme d’un certain nombre
de termes de la forme o

A in(ka\ _a‘( (d 1) —A‘[ ]
i op,, dx) op, ‘ ir Rkfn;

il est donc nul en vertu des relations d’involution.

Les équations (9), qui sont compatibles, donnent d’ailleurs
POUr o, a3, ..o &, UD systéme unique de solutions, car les
fonctions Xj, ... Xny1 6tant distinctes par hypothése, on peut
tirer, du tableau des coefficients du systéme (9), au moins un
déterminant d’ordre n + 1 qui ne soit pas nul. On verrait de
méme que 'on peut toujours et d’une seule facon, déterminer
les coefficients of, oi,...,a} , de maniére a satisfaire & I’équa-
tion _ _

af dX; + oo + o dXn+! = dp; 4 — pidx

(i=2.3,...n.
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Ainsi, pour que les équations (7) définissent, quelles que soent
les constantes ai, une multiplicité my, il faut et il suffit que les
fonctions X sotent distinctes et deux & deux en inyolution d’ordre n.

Remarquons que ceci a lieu en particulier quand toutes les
fonctions X; sont indépendantes de p,; pour tout systeme de
valeurs attribuées aux constantes a;, on obtient alors une multi-
plicité m, dont le support ponctuel se réduit & un point.

5. — Plus généralement considérons les équations, supposées |
algébriquement compatibles et distinctes,

Xl(,zr,y,pi):al, ...,Xq(x,y,pi):aq (¢ < n+1), (10)

ou les parameétres a,, ..., @, ont recu des valeurs particulieres.
Elles définissent oo"¢*t? éléments d’ordre n. Cherchons ¢’il
est possible de grouper ces éléments de fagcon & obtenir une
famille de multiplicités m, & n—q -+ 1 parametres, et cela quelles
que soient les valeurs attribuées aux parametres ;. Il faut pour
cela et il suffit qu’on puisse adjoindre aux équations (10) n— ¢-+1
équations de la forme

X

X, =« e Xy = (11)

g1 * n+1t — an—l—l ’

telles que, quelles que soient les valeurs attribuées aux para-
metres aq, o, ..., anrq, les équations (10) et (11) définissent une
multiplicité m,.

Il faut donc tout d’abord que les fonctions Xy, e, Xy solent
deux & deux en involution. Cette condition est suffisante; en effet,
supposons-la remplie et considérons le systéme linéaire

[Ny, @], =0, [Ny, @], =0, ..., [X,, @], =0, (12
ot @ est la fonction inconnue. Si nous posons, pour simplifier,
[X;, ¢, = Y, (®)

b

on aura, 1l est facile de s’en assurer,
(Y;, Y,) = [[xi, X, ], d)]” = 0

Le systéme (12) est donc un systéme en involution: par
hypothese, il admet les ¢ intégrales X,, X,, ..., Xy 1l admet
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donc en outre n—gq-+1 intégrales distinctes” Xyr1, ..., Xnt1,
et toutes ces fonctions X; seront deux & deux en involution.
Notre proposition est donc établie. | |

En particulier I’équation différentielle d’ordre n

F(x, Y, Prv oo Py = a | (13)

définit con*! éléments d’ordre n. Intégrer cette équation, ce sera
répartir les éléments qu’elle définit suivant une famille de
“multiplicités m, & n paramétres, probléeme équivalent & la réso-
lution compléte de I’équation

F,X], =0; o o (4)

on peut donc, au moyen des opérations! n, n—1, ..., 2, 1, intégrer
les oo! équations différentielles représentées par ’équation (13)
ou 'on donne a la constante a toutes les valeurs possibles.
L’intégration de ’équation (14) est d’ailleurs elle-méme équi-
valente a celle du systéme -

' OF

: L |
d.’l,‘ . dy __ . dpn-1 _ bpn pn
e N iy
dx
6. — Revenons a l’équation différentielle (13), et . soit

X, (z, y, p:) une intégrale, distincte de F, de I’équation (14).

Les équations

F=a X =a (15)

1 1

représentent, d’aprés ce que nous avons vu, oo™ ! multiplicités
my, qui sont des intégrales de I’équation proposée.
Inversement, sur toute multiplicité intégrale de I’équation (13)

on a :
dF oF ,
() 4+ 5, 00 =0

dx n

ou, en vertu de la relation d’involution,

oF [/dX, 2 X, .
0P, [< dx)dx + Sden:I B 0’ .

n

1 GOURSAT. Legons sur l’intégrgti’on des équations du premier o‘rdfe, p. 88.
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D’autre part, en écartant les intégrales exceptionnelles

x = ¢t on voit que la multiplicité intégrale m, ne peut annuler
o F
op

A dF\ » ’
sans annuler en méme temps (?132) nous appellerons ingé-

n

grales singuliéres les multiplicités, 8’il en existe, qui satisfont

aux équations
F dF
F = a 0 = 0 < —> = 0
op, dx

Sur toute intégrale non singuliére de 1’équation (13) on aura

done
X o X,
ax, dx + : tdp, = 0
dx op,
c’est-a-dire = cte. Par suite, en faisant varier la constante a,

on pourra obtemr toutes les intégrales non singuliéres de l’equa—
tion (13) a partir des équations (15).

L’élimination de p, entre ces deux équations donnera donc
une équation différentielle d’ordre n—1 qui sera une intégrale
intermédiaire de I’équation (13). Mais cette élimination sera
inutile si P'on sait intégrer 'équation X; = a,; son intégrale
générale contiendra en effet, outre a;, n constantes arbitraires,
Ay, ..., Ant1, et, en portant dans ’équation F = a les valeurs
correspondantes de y, py, ..., pn, On aura une relation, indépen-
dante de x, entre les constantes a,, ..., a,+1. Compte tenu de cette
relation, I'intégrale générale de I’équation X; = q, fera connaitre
I'intégrale générale de ’équation (13).

Considérons, par exemple, I’équation

3

i —}-—ag 2
p2+2p1 " Py +p1:0 . (16)
x—y

Lie a montré ! que cette équation admet un groupe de trois
transformations infinitésimales et en a déduit Pintégrale générale.
L’équation (16) peut s’écrire

3

Klypp) = a0 e — )+ 20 +p, 7) =

1 Vorlesungen ‘iber Differentialgleichungen, p. 533.
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I’équation

2
20X - X 3p2oX
[F, X] :——+ - + - —
2 plby Pa op, 2p, dp,

3
admet visiblement l'intégrale X; = p, p, *. On a alors successi-
vement

_3 . 1 1

P2P12:_2a1’ pIA:alx+a27 y=,——‘-'2———-——+a3.

a;x + a,a

En portant cette valeur de y et les valeurs correspondan tes
de p, et p, dans I’équation (16) on obtient la relation

a, +a, +a = 0 :

Iintégrale générale de I'équation (16) s’écrit donc

m—}—aly—l-%-{--a:O .
Supposons, plus généralement, que ’on connaisse, outre F,
m intégrales distinctes de I’équation (14), X,, ..., Xpn; les équations

F = a, X, =a, .., X =—a (17)

représentent oo™ ™ multiplicités m, qui sont des intégrales (non
singuliéres) de I’équation proposée. Si, entre ces équations,
on élimine pn, pn-1, -+, Pn-m-+1, O aura une équation différen-
tielle d’ordre n—m qui sera une intégrale intermédiaire de la
proposée.

‘Dans ce cas encore il pourra étre plus avantageux, pour I'inté-
gratlon effective, de déduire des équations (17) une équation
d’ordre supérieur & n — m, mais dont I’intégration soit plus simple
que celle de ’équation résultant de I’élimination de py, ..., pnom +1.
On disposera donc de plusieurs procédés pour continuer 1'inté-
gration, et, en dehors du cas ol on intégrera I’équation d’ordre
n— m, il se présentera comme ci-dessus un calcul d’identification
fournissant une ou plusieurs relations entre les constantes arbi-
- traires introduites au cours du calcul, le nombre des constantes
indépendantes restant en .définitive égal a n.

- La théorie de Sophus Lie est ainsi complétement généralisée.
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7. — Nous avons vu que l'intégration de I’équation
F(x, y. pys s p”) = a
était équivalente a celle du systeme.

o F
—dpn

d_x . d_y . dpl — = dpn—‘l — bPn : : (18)

1 - P1 o pﬂ lnn (fti

dx

pour déterminer une solution de ce systéme autre que F = cte
il faut en général une opération n: mais il peut arriver que, pour
certaines formes particuliéres de la fonction F, cette détermination
n’exige qu'une opération n’ < n. (est ce qui se produira en parti-
culier si I satisfait a I'une des relations

dF oF

—m — =0 =1, ..., ; =
<dr> + Pm? ([)m—-l ’ Pn) OP,L (”l n Po y)
dF O F
<dx>+cp(pm’ Pmarr -+ Pn)m =0

1 . (m=1, ..., n — 1)

< )
<d—%>+<‘0(.1/, Py ""p/z)s—p_n: 0.

Dans le premier cas on tirera du systéme (18) ’équation

dp,
? (pm——l ’ pn) ’

dpm—l —
el on aura, par une opération 1, une intégrale premiere. Dans
le second cas, on aura le systéme

ap,, _ dp, dp,,

[ R ——

-— ’
P/)z+l Pm+~2 ?(\[),,L ’ pm—{-l L Pn)

et on aura une intégrale premiére par une opération n — m.
Méme conclusion pour le 3me cas.

Cherchons, par exemple, & déterminer la fonction F de telle
sorte que l'on ait
@)=,
dax
¢’est-a-dire

oF OF OF OF

iy Plb—y* + 1)20[)1 + o p,,blo”—1

= 0
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on apergoit immédiatement les n -+ 1 solutions
' 22
Ponr Pna — Pa%®n oo Py — _ Prn—m—* + Pu—m—2 21
m x™ ' x? : "
n
(=N P e YT P Py — e (=)
‘Les équations cherchées, qu1 généralisent a l’ordre n ’équation
~de Clairaut 1, peuvent donc s’écrire

2 n

y—pZ+pgy— e+ (=0 = Fpe Pay — Par o)

n.
F désignant une fonction arbitraire, et I’on voit immédiatement
que I'intégrale générale a pour expression
n n—

X x
y = al-’—l—!+a2(n—_—m+ cee -{-anx—l—F(a;, Ay, covy ﬂn) .

Aprés I’équation de Clairaut, nous allons de méme généraliser
a l'ordre n P’équation de Lagrange. Montrons d’abord qu’une
équation de Lagrange mise sous la forme

F(x,y,p) =y+ 2fi(py) + fa(p,) =0

.est caractérisée par le fait qu'on peut trouver deux fonctlons
0 (p,) et o(x, py) telles que I’on ait

o0F ' OF 0
+Plby 6 o T o

o(x, . 19
0[71 bpla( Pl) ( )

On tire, en effet, de la seconde équation (19),

= ¢lx, p) + d(xy)
et la premiére s ecrlt alors

4'_ 09,

0
+ Piy, = 0p) — 5

Le premier membre de cette identité est linéaire en p,, et le
second ne contient pas y; on peut donc écrire

=Y
€~
=Y

-€-
=Y

-6

4 +[.)1~_— — e([’l) _a = A(x)p, + B(x) .

1 RAFFY. Bulletin de la' Société mathémpitique de France, t. 25, p. 71,
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On en tire

ce qui montre que A est une constante qu’on peut toujours
prendre égale a 1; il vient alors

b(x, y) = y + B(x) .
, o o 1
D’autre part on a aussi

0 = 0(p) —p — B
et par suite
o = x[0(p,) — p] — Bx) +®(p,) ,

donc enfin
F=y+4 2fi(p) + falp))

f, et f, désignant deux fonciions arbitraires.

Cherchons de méme les fonctions F(x, y, py, ..., pn) telles que
lon ait

O OF OF OF d

0x + Plb——:g_ + o + pn Opll—l - 0(pn) Opll - DI)IL@(:X:’ p”) .

F = :D(x’ Pn) + "‘LI(T’ y' pl’ tte pll-—l) ’
et par suite
¢ '1"1 ’1 Jh - 00 ., ’
dx + IT + + Pnr bpn—l ( n) ﬁ A (x)Pn + B (.’1‘)

On en déduit, comme précédemment,

CP(I) = xf (pn) - pnA (1) — B (7) + C (Pn)

et ensuite
0, 0, 0, o
1 1 s — i x i1 —_— !
0x + Pl hy + + Pn—l (\)Pn-—Q B (7) , bPn—l =4 (1)
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~ De ces deux derniéres équations on tire successivement

‘17’1 = Pn—lA’(x) + L!"2(1" Y, P1r o> pn-—‘.’)

b% ?)442 : - b% —_— . bd@ —_ "
vx TPy Tt Py = Bla) T T A@
' 4’2 - = Pn—2A”(x) + d?:% (x' Ys Prr +oes pn—‘J)
® ¥ D 4p g oY
1 = B'(x) , K SN N Ve
o D oy () op, (= 1% A (=)
“I"n—-l = (— 1)npl A(n,—l)(x) + 4‘" (x, y)
et enfin
>4, 04
e R/} no_ o q\nt1 4 (n)
= .B (x) oy = (— 1) A" (x) .

Il en résulte immédiatement que A™+1) est nul; A(x) est donc
un polynome de degré n, N(z). Nous poserons

. " _
N(x) = (— 1)""'1;—! + o x” Y+ w4+ a,,

oy, ... an désignant des constantes arbitraires. On aura alors
o =y+ B(x) ,
et, en remontant de proche en proche,
b = P N'(@) — pysN'(#) + p,sN"(2) — ... +y + B(a) .

Les équations cherchées sont donc de la forme

F E f(pll) + xe(pll) _PnN(T) + pll—1N’(x) -
= (=) N @)y =0, (20)

ou f et @ sont des fonctions arbitraires, et N un polynome en
) r ® . - ’ hY — I‘l "+1

z de degré n dont le premier coefficient est égal a (—’l—),——, les

n autres étant arbitraires. o |

Pour intégrer cette équation, remarquons que l'on a

dF

=) ) — N (S) =00

b/)ll
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le systéme différentiel associé fournit donc I’équation

0(p,) gy — N @) + 20(p,) + [(p,) =0

n

supposons cette équation intégrée et soit
Pn — w('l', (l)

son intégrale générale. L’équation p, = w(z, @) donne p, en
fonction de z par n — 1 quadratures: on a alors = et y en fonc-
tion de p, sans autre intégration. Ainsi 'intégration de I’équation
(20) se raméne a celle d’une équation du premier ordre suivie
de n — 1 quadratures.

En particulier, pour n = 2, on obtient les équations

y—px+po +r0(p2)+f() 0

dont l'intégrale générale s’obtient par 'intégration d’une équa-
tion de Riccati suivie d’une quadrature.

8. — Considérons, d’une facon plus générale encore, les équa-
tions de la forme

F=uwux,p)+v@, y, ppois ppy) =0,

dont le premier membre satisfait identiquement & une relation

telle que
dF” oF
< >+ s p) g, =0 (21)

Il est clair que l’équation de Lagrange, généralisée sous la
forme (20), rentre dans cette classe d’équations.

En écrivant que la fonction F satisfait a la condition (21), on

aura
0 u ou ‘) §

+ ( P”)S—p—

oy [\X%
+ et pp— =0,
b Dp“ 1

2 T/

ou, en introduisant une inconnue auxiliaire «(z, p,),

Ou {

— + 0(x, p,,)m

ox Op

+ afx, p,) =0

o Oy

{;_}— + +p”01) :a(:r, pn) *

n—1
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On en déduit d’abord
a(x, p,) = p,A(x) + B'lr)

et par suite on a, pour déterminer ¢, les deux équations

(X%

lby

Fo ot py i = B(a) O = A) .

X%
ox | bi’n—z an-l

En se reportant au calcul qui a été fait pour généraliser 1’équa-
tion de Lagrange, on voit que A (z) est 'un polynome arbitraire
de degré n — 1:nous posercns

xn-——l

Ax) = (— 1)”“(,2_—1)! 42" e, s a, ~,
ay, ... an—q désignant des constantes arbitraires. On aura alors
v=y— (=) p, A" () ... — p, A () + p,_ A(x) + B(x) ,
et 'on voit que les équations cherchées sont de la forme
F=y— (—1)"1p, Al (x) 4 ... . |
o = PpaA'(x) +p, Alx) + o, p,) =0 (22)

On a 1c1

OF 29 - [dF 00 T
o, op, o (3-76> = ow T PaAR)

du systéme différentiel associé & 1’équation (22) on tire alors
I’équation ~
29 dpy 4 22

P da 0w TS0

et I’on voit que, dans ce cas encore, 'intégration de 1’équation
proposée se raméne a celle d’'une équation du premier ordre
suivie de (n — 1) quadratures.

Comme exemple, on voit aisément que les équations

2 : .11—1

Y -— Py +P2% — .+ (= 1)’2'P,1_1m + xnf(pn) + c.D(Pn) =0,

ou f et o sont des fonctions arbitraires, s'intégrent par 7n +1
quadratures. ’
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4

Enfin, pour donner une derniére application, supposons que,
dans I’équation de condition (21), la fonction 8 se réduise a une

fonction de la seule variable x que nous désignerons par #+1(x);
I’équation (21) s’écrit alors

OF o F OF oF
I 0+ — 0 . 23
= T Ploy e P"DP,H -+ (r )bp” (23)
Posons
x? "
p :y—])11+p?'2—]_'+ (_ 1),11)71;1_1 '

n n—1
1\ X n n—
Qo (¥) = (—1) +1;‘! 0" () + (— 1)" (n——i)o( Ha) + ...

v 20/ () — 0 ()

n—m n—m-—1
Q” ) — (— 1 n--1 ’ (n) .. _ n X (n—=1) /.
() ( ) (n — m) ! 07 (=) + (= 1) (n — m —1) !6 (x) +

e (___ 1)”1—*-19(’”)(.’1')

On aura d’abord

dP oP xzi dQ N
Py _ . - e
<d> =0 =0 <T> — ()R gt gy

n!

ce qui montre que P -+ Q, est une solution de l’equatlon (23).
D’autre part, on aura encore

d OIII.P - O (\ Z)”lp . /l " .'17'1—"1
dx o™ _ ’ D—P-—n oz - (— ) \ ’

(n— mj !

(de> —- (_ 1)11+1 _;L”_m O(fz—[-l) (x) DQm . .
dx (n— m)! ’ op, - ’

on en déduit n nouvelles solutions distinctes de 1’équation (23),
savolr

0*P o p
D_1+Q T Qe +Q, -
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Les équations cherchées sont donc de la forme

2P P :
FG+QWE+Q“m%ﬂ O:o,

et, comme les arguments de la fonction F sont en involution, elles
s’intégrent par des éliminations seulement, outre » + 1 qua-
dratures pour déterminer 6 (x).

9. — Nous avons vu que la condition nécessaire et suffisante
pour que les équations

X,y p) =a, Y(x,y, p) =0

représentent, quelles que soient les valeurs attribuées aux para-
metres a et b, une multiplicité m, est que les fonctions X et Y
soient en involution. Cherchons maintenant & quelle condition
les équations ,

X(x,y, p) =0, Y(x,y, p)=0, (24)

supposées distinctes et compatibles, définiront une multipli-
cité m,. '

On tire des équations (24); en introduisant, pour plus de géné-
ralité, une variable auxiliaire ¢, |

==, y=uyl), p=pl). - (25)

Si ces équations définissent une multiplicité, on aura identi-

quement
. d d
L =p0 - (26)

de plus cette multiplicité vérifiera les relations

20X dx +bX dy
ox dt ' oy dt

0Y dx TR 0Y dy DY dp
dx dt

oX dPl —_—

MY op, dt

— =0
dy dt ' dp, di '

qu’on peut encore écrire

cil_gdx GX%_O
dx) dt bpldt'_»

(dY) dz oY dp, _
dx Zt_ op, dt T
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On ne peut avoir simultanément .
dx =0, PPy — g
t dt
. . d , .
car la relation (26) donnerait alors Eg = 0, et les équations (25)

définiraient un seul élément. On aura done, sur la multiplicité (25),
X, Y], = 0: autrement dit les équations (24) ont alors pour
conséquence algébrique
X, Y], = 0 . . (28)
Réciproquement, supposons que les équations (24) aient pour
conséquence algébrique [X, Y]; = 0. On déduit aisément, des
relations (27) et (28), les équations

[

qui doivent étre vérifiées identiquement quand on remplace
x,y, p, par leurs valeurs (25). Si les deux déterminants fonctionnels
D(X,Y) D(X,Y)
D(y, p) ’ Dz, py)
(25) définissent bien une multiplicité.

Supposons que ces deux jacobiens soient nuls, et considérons
z, Yy, p; comme les coordonnées cartésiennes rectangulaires
d’un point de l’espace a trois dimensions; les équations (24)

D(X,Y)
D(z, y)

aussl, tous les points de cette courbe seraient des points singuliers:
on peut évidemment écarter ce cas exceptionnel. La courbe (24)
se réduit donc a une droite perpendiculaire au plan zy, c¢’est-
a-dire que dans les équations (25) x et y sont des constantes; ces
équations représentent donc une multiplicité m; dont le support
ponctuel se réduit & un point.

En résumé, pour que les équations (24) définissent une mul-
tiplicité, c’est-a-dire, encore, pour que les équations différentielles
(24) aient une intégrale commune, il faut et il suffit qu’elles aient
pour conséquence algébrique

ne sont pas nuls tous deux, les équations

définissent alors une courbe. Si le jacobien était nul lu

X, Y, = 0 .
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Il est clair que®cette conclusion a une portée générale, et
Pon voit aisément comment doivent étre modifiés dans ce sens
les énoncés des théorémes généraux établis précédemment. Par
exemple, pour que les équations

N Y P ) =00 s Xg (@ g pys e py) =0
(g <n +71) '

supposées compatibles et distinctes, définissent une famille de
multiplicités my, & n— q + 1 paramétres, il faut et il suffit que
ces equations aient pour conséquence algébrique

[X;, X1, =0

quels que soient les indices i et k.

10. — Nous pouvons déduire de ce qui précede une méthode
générale d’intégration des systémes d’équations différentielles
~a une fonction inconnue. Soit

X, (T, ¥y, pry oees pn) =0, ..., Xq(x, Yy Pys en p,) = 0
(g =n+1) . (29) -

un tel systéme, p, désighant la dérivée d’ordre le plus élevé qui
figure dans les fonctions X, ..., X, dont certaines peuvent
d’ailleurs étre indépendantes de p;; nous supposons bien entendu
que ces équations sont algébriquement compatibles. .

Si toutes les équations
[Xi’ Xk]u =0

sont des conséquences algébriques du systéme (29), ce systéme
admet une famille & n—¢q + 1 paramétres de multiplicités inté-
grales. L’élimination de pn, pp-1, ..., Pn-g+e entre les équations
(29) conduit alors & une équation différentielle d’ordre n—q + 1
qui est équivalente au systéme (29).

Si quelques-unes des équations

.[Xi, X, =0
‘ne sont pas des conséquences algébriques du systéme (29), elles
fourniront un certain nombre d’équations nouvelles

Xq+1 =0, ..., ‘;q-+r= 0
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qui devront étre vérifiées par les multiplicités intégrales du
systéme (29). En les adjoignant aux équations de ce systeme,
on obtiendra un nouveau systéme sur lequel on pourra raisonner
de la méme fagon. On arrivera donc ainsi, par des éliminations
seulement, soit & une équation différentielle unique, dont I'inté-
gration sera équivalente a celle du systéme (29), soit & des
équations algébriquement incompatibles, soit enfin & un systéme
de n + 1 équations définissant des éléments isolés.

11. — Nous avons appelé précédemment intégrales singuliéres
de I’équation
Fe, g, pyo o py) =0 (30)

les multiplicités, s’il en existe, qui satisfont aux équations

O F )
F =0, =0, dl:o, (31)
bpn dx

En appliquant au systéme (31) la méthode indiquée au n° 10,
on voit qu’on pourra toujours, par des éliminations seulement,
reconnaitre s’1l existe des intégrales singulieres.

Considérons d’abord le cas ou le systéme (31) se réduit & deux
équations compatibles et distinctes; comme on peut toujours

supposer que l’équation (30) a été mise sous une forme telle
oF

qu’elle n’entraine pas = 0, notre hypothése sera donc que la

n

troisieme équation (31) est une conséquence des deux premiéres.

On a alors
i >F71 _ dF /d oF 2F /dF
A= (4 o8y ey
Dpn n Opn & Dp" Dpn - X

et le crochet est nul en vertu des équations (31): done ces équa-
tions deéfinissent oo™ ! intégrales singuliéres, ce qui généralise
un résultat classique dans la théorie des équations du premier
ordre.

Parmi les équations de ce type, on peut citer! les équations
de Clairaut généralisées, pour lesquelles on a

dr\

1 Bouxirzky. Bullelin des Sciences mathématiques, t. 31, p. 250.
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M. Appell a démontré ! que pour qu’une équation
‘ vF(x,y,pl,....p):.:O, ,
algébrique, entiére et irréductible par rapport & ¥, py, «eey Pn,
admette une intégrale générale de la forme

Yy = C{yl + C2:'/2 + + Cll+lyll+1 ’

ou les y; sont des fonctions de x linéairement indépendantes et
X

les C; des constantes liées par une relation algébrique entiére,
il faut et il suffit qu’il existe une fonction A(z) telle que ’expression

dF : OF
(7) + paisy, =

n

se décompose en deux facteurs dont I'un soit linéaire et homogéne
en Y, Py «--

, Pn+1- D01t P ce facteur; on aura alors une identité
de la forme

dF oF . :
<d$> —|—p”+1bp —AF =P.Q;
M. Appell ajoute que I’équation

., Q=0
pourra donner des intégrales smguheres

Or remarquons que ’on peut toujours supposer le coefficient
de pn.1 dans P égal & 1: on aura donc

d’ailleurs 1’équation

est dans ce cas une conséquence des équations

F
F =20 0
bpn

- Par suite, sous la seule condition que ces deux équations
soient algébriquement compatibles, I’équation proposée aura
effectivement oo™ ! intégrales singuliéres.

1 Comptes réndus de l’Aéadémie des Sciences. 12 novembre 1888
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Supposons en second lieu que les équations (31) soient algé-
briquement distinctes. Elles ont pour conséquence

[F, DF} — 0 [F, <(‘j_1>] -0
DPIL n X n

s1 donc elles entrainent en outre

2F  /dF
(4NN = 32
[DP,L’ (dx>J 0 (52

n

Iéquation (30) aura oo™ 2 intégrales singulieres. Sinon on adjoin-
dra I’équation (32) au systéme (31), et on continuera suivant
la méthode indiquée au n° 10.

Soit, par exemple, I’équation

F

[ )

Il

3/)——4y:0.

dont I'mmtégrale générale peut s’écrire

On a 1ici

oF dF , O F dF
— — P —_— — "2/ o :
O Py 6ps <dx> P [0[)11’ <(1,1->L‘— Py

les équations

deéfinissent une intégrale singuliére qui est la courbe y = 0.
Soit encore I’équation du premier ordre

F=p(ha?-—3ay —y— 4 + y(By — ba) = 0 ;

les trois équations

F =20, bF:O, <ﬂ>:0
o Py dx

sont 1ci distinctes, et elles déterminent six éléments du premier
ordre & distance finie

(1.0, 1), (—=1,0,2); (1,0,0). (—1,0,0)

)
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L’intégrale générale
2 x? —-3xy+Xy2—y—2 =0

se compose de coniques qui admettent toutes les deux éléments
(1, 0, 1) et (-1, 0, 2), & exception de I'intégrale y = 0 (A infin1);
les deux éléments (1, 0,0) et (-1, 0, 0) appartiennent a cette
intégrale; enfin les deux éléments (-3, -4, 1) et (-3, —4, 2) corres-
pondent au point commun aux deux droites en lesquelles dégé-
nére la conique pour A = 1.

SUR UNE NOUVELLE ET IMPORTANTE
GENERALISATION DE L’EQUATION DE LAPLACE

PAR

André Brocu (Paris).

1. — Dans une Note remarquable!, qui resta malheureuse-
ment sans continuation, M. G. GIRAUD a établi qu'une certaine
fonction, déduite d’un systéme de fonctions hyperfuchsiennes,
et qui constitue un invariant différentiel de ce systéme par
par rapport & I’hypersphére fondamentale, satisfait & I’équation
aux dérivées partielles: '

d2u 02 d%2u 02 u d2u 2%u \? d2u 22 \?
4+ =)t sE) — + — 55— =e".
YA YT ACY LY dxoz | oyol dzot 0y oz

Cette équation présente une analogie parfaite avec ’équation
bien connue Au = e* de la théorie des fonctions fuchsiennes.
L’expression qui figure au premier membre est extrémement
intéressante ; nous I’appellerons double laplacien de la fonction u

1 Sur une équation aux dérivées partielles, non linéaire, du second Ordre, se rattachant
a la théorie des fonctions hyperfuchsiennes (Comptes Rendus de I’ Ac. des Sc., t. 166,
1918, p. 893).
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