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¢’est également ce qui se passe pour les espaces de Weyl. Dans le
cas des espaces a connexion affine, qui comprennent en particulier
les espaces précédents, la transformation associée & un cycle
infinitésimal peut se décomposer en une translation (appliquée
au point A) et une rotation affine. La translation définit la
torsion de lespace, la rotation sa courbure. Un espace a conne-
xion affine sans courbure est un espace dans lequel le parallélisme
de deux vecteurs a une signification absolue, indépendante du
chemin par lequel on relie leurs deux origines. Nous verrons tout
a Pheure que ces espaces sans courbure ont des applications
importantes.

V1

Nous avons implicitement parlé jusqu’a présent des espaces
non holonomes ponctuels. On s’est habitué depuis longtemps,
en Géométrie projective, par exemple, & attribuer a l'espace
d’autres éléments générateurs que le point, par exemple le plan,
ou la droite. La nature de 1’élément générateur ne joue du reste
quun role accessoire et n’atteint pas 'essence de la Géométrie;
le groupe fondamental change de forme analytique avec le
changement de I’élément générateur de I’espace, mais sa structure
reste la méme et c’est en elle que résident les propriétés intimes
de la Géométrie correspondante.

Dans le cas des espaces non holonomes, le choix de I’élément
générateur joue au contraire un role essentiel. Un espace de
Riemann est un espace euclidien ponctuel non holonome. On peut
imaginer un espace euclidien tangentiel (c’est-a-dire engendré
par des plans) non holonome; sa géométrie differe profondément
de la géomeétrie riemannienne. Un espace & courbure constante de
Cayley-Klein, dans lequel le point est pris comme élément
générateur, est un espace euclidien non holonome; mais si on
prend au contraire le plan comme élément générateur, il n’en
est plus de méme, car la figure formée des plans infiniment
voising d’un plan donné ne jouit pas dutout des mémes propriétés
infinitésimales que la figure analogue dans I’espace -euclidien.
Dans un espace de Cayley a courbure positive, deux plans
infiniment voising ont un invariant qui est une forme différen-

L’Enseignement mathém., 26¢ année; 1927. 1%




210 . , E. CARTAN

tielle quadratique ternaire définie positive (c’est par exemple le
-carré de la distance de leurs poles par rapport a I’absolu); dans
Pespace euclidien, I'invariant de deux plans est I’angle infiniment
petit de leurs normales, qui ne fait intervenir que deux différen-
tielles. indépendantes au lieu de trois; en un certain sens ’espace
euclldlen, en tant qu’engendré par les plans, est moms rigide
que ’espace a courbure constante.

On congcoit d’apres cela la tres grande variété des geometrles
non holonomes possibles; un tres petit nombre d’entre elles ont
été envisagées jusqu’a présent.

Ce qui précede s’éclaircira peut-étre par un exemple particulier.
Partons du groupe projectif du plan. Nous aurons une premiére
classes d’espaces non holonomes & deux dimensions en prenant
‘le point pour élément générateur; les espaces obtenus admettent
des géodésiques, qui, lorsqu’on rapporte I'espace & un systéme
queleonque de coordonnées ponctuelles = et y, sont les courbes
intégrales d’une équation différentielle de la forme

d2 duy\3 | dy \2 d
YAy (;,—f;) + B(x, y) (g%) +C gy + Dy =0

- Inversement, étant donnée une équation différentielle de cette
forme, on peut trouver une infinité de connexions projectives
faisant des courbes intégrales de cette équation les géodésiques
de I'espace correspondant; parmi toutes ces connexions il en est
du reste une privilégiée, pour laquelle le déplacement projectif
associé & un cycle infinitésimal d’origine A laisse invariant le
point A, ainsi que toutes les droites issues de A. -

Prenons maintenant, avec le méme groupe fondamental, non
pas le point, mais 1’élément de contact de Lie (ensemble d’un
point et d’une droite passant par ce point) comme élément géné-
rateur. Nous arriverons alors & des espaces d’éléments (& trois
dimensions) & connexion projective. Cette fois nous pourrons nous
arranger pour que les géodésiques (correspondant aux droites du
plan projectif envisagées comme lieux d’éléments de contact)
soient les courbes intégrales d’une équation différentielle du
second ordre absolument quelconque, de sorte que nous pourrons
géométriser la théorie des invariants d’une équation différen-
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tielle du second ordre vis-a-vis du groupe des transformations
ponctuelles les plus générales. |

Dans P’exemple précédent 'espace était un lieu d’éléments
de contact; le groupe fondamental était le groupe de transfor-
mations de contact résultant du prolongement, au sens de Lie,
du groupe projectif ponctuel. Il n’y a naturellement aucune
difficulté a partir d’un groupe de transformations de contact
irréductible quelconque, par exemple le groupe des transfor-
mations de contact qui changent les sphéres orientées en spheres
orientées: on batirait avec lui des espaces non holonomes, en
prenant comme élément générateur I'élément de contact par
exemple, ou encore la spheére orientée, etc.

Vil

Les espaces non holonomes ont été envisagées jusqu’ici in
abstracto; la connexion qui sert a les définir est une lol interne.
Vest H. Weyl qui le premier a défini le transport par parallélisme
par une propriété interne de I'espace. Levi-Civita se placait au
contraire & un point de vue tout différent qui, bien qu’inférieur
philosophiquement a celui de Weyl, a une trés grande importance
en Géométrie; il se rattache a la théorie générale des connexions
induites dont je dirai seulement quelques mots.

Avant d’indiquer la maniére de procéder de Levi-Civita, nous
pouvons la faire pressentir sur un exemple extrémement élémen-
taire. Considérons une courbe tracée dans un plan ordinaire
(euclidien); la présence de la courbe dans le plan permet de définir
sur cette courbe une abscisse curviligne. Oublions maintenant
que la courbe est dans le plan et considérons-la en elle-méme;
rien ne la distingue d’une droite euclidienne; la formule de
Chasles qui lie les abscisses de trois points d’une droite lie égale-
ment les abscisses curvilignes de trois points de la courbe. La
présence de la courbe dans le plan euclidien nous a done donné le
moyen de faire de cette courbe un espace euclidien & 1 dimension.
Nous pouvons du reste nous représenter physiquement le méca-
nisme de 'opération en déroulant ou développant la courbe sur
une de ses tangentes; nous pouvons aussi définir chaque stade
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