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LA CONSTANTE D' EULER 11

Ce sur quoi 'on ne reviendra jamais assez, c¢’est I'influence
morale, affective, qu’eut Paul Appell sur plusieurs générations
de mathématiciens, influence que d’ailleurs il possede toujours.
A cet égard, il est unique. Les éloges qu’on lui décerne mainte-
nant et méme depuis fort longtemps en écraseraient beaucoup
d’autres; vis-a-vis de lui, rien de plus naturel, car on a conscience
qu’'on ne lui rendra jamais complétement toute la sympathie
qu’il rayonnait autour de lui et qui a éclairé tant d’esprit et
tant de coeurs. De plus, ce grand homme a souffert; renvoyons
aux Souvenirs d’un Alsacien (1858-1922) ceux qui ne seraient
pas encore compléetement éclairés, sur les déchirements d’une dme
de frére et de patriote, et répétons que le 12 juin 1927 fut une
grande date, un jour de grande féte pour ceux qui croient & la
reconnaissance d’une nation et au réle lumineux de qui nous fit
aimer 1’Effort.

SUR UNE PROPRIETE DE LA CONSTANTE D’EULER

PAR

M. Paul AppeLL, Membre de 'Institut (Paris).

On a, en désignant par  un entier positif quelconque et par
C la constante d’Euler,

C+logh = H(h) + S(h) . (1)
Le logarithme est népérien. On a fait

1 1
H(h):1+§+§++‘k—__1—T,

S(h) — (h — P 11! p, 20p
(h) = (k 1)I[Iz!+(l+1)!+(b—}—24)!+"']

avece
1
x(l —x) ... (v—1—2a
Pv+1 =t/l ( ) V(/ ’1) d"’ .

!
0




12 PAUL APPELL

La fonction S (%) a 6té donnée, par M. J. Ser, dans L’ Intermé-
diage des Mathématiciens (2me Serle t. IV 1925, p. 127). On a
évidemment

S(h) < Z(Pz + ps + ) | *

et, en remplacant la parenthése par 1a valeur 1 donnée par

M. Ser,

. 1
S (k) < -

CGontme il est d’usage, nous appellerons E(x) le plus grand
entier contenu dans z. Quand % croit indéfiniment, H(h) et
EH(h) qui n’est jamais égal & H (k) [Voir Journal de Mathéma-
tiques, 1927, p. 156] croissent indéfiniment.

Soit % une des valeurs entiéres de % telles que, % variant de
k— 1 a k, la partie entiere EH (k) de H(h) augmente de 1.

Comme la méme opération fait croitre H (k) de — . on a évi-
. demment
1
car
1
H(A) —H{( —1) = 1— (k) > H(k—1)

Mais, pour k> 5,
E[H (k) + S(k)] = EH(k) ,

car H (k) + S(k) différe d’un entier 7 de moins de

1 1 1 1
F—1TE " Tt

et H(k) du méme entier n de moins encore, ces exces étant donc
tous deux moindres que 1: 2.

Ona : |
’ C +logk = H(k) + S(k | (2)

~d’ou, en prenant les parties entiéres,

E(C + log k) = EH(k) .




LA CONSTANTE D'EULER 13
I1 serait absurde de supposer, pour un seul £ > 5,

E(C 4 logk) = E(log k)
car alors on aurait
E (log £) = ER (#)

d’ott, en retranchant de (2),
C + logh — E(log k) = H (k) — EH (k) 4+ S (k)
ce qui donnerait

| . 1 11
C+logk——b(logl')<k—__——1_—}—7i/:—4——|—

1 N X
Z ¢’est-a-dire moindre

1 ) i o
ue = ce qui est inadmissible. On a done, pour tous les &
5 e q » P ,

: L : 1
alors G serait ou négatif ou moindre que 7 +

E(C + logk) = E(logh) + 1,
E(log k) + 1 = EH (k) ,
d’oni, en retranchant de (2),

1 1
C 4 logh—E(logh) — 1 = H(k) — EH (k) + S(}) < 7— +

et
1 —C = logk—E(log4) — [H (k) — EH (k) -+ S (k)] = logk — E (log k) — =
s
1 1
SN By

3

Alors, si k£ augmente indéfiniment,

C—1+ loghk

1 — C = lim [log & — E (log k)] ,

k étant tel que la partie entiére de H(A) croisse de 1 quand %
varie de k — 1 a k. La différence 1 — G est alors la limite de la

1

o : : 1
partie décimale de logk, l'erreur étant moindre que —— + 5 .

Pour k= 5,

. 1 » 5
H) =2+ 45, HE) =1+
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) p . - ; 1 1 A
Perreur ¢ est, d’aprés la théorie générale, moindre que -+ < , elle

est, en réalité,

1 1 1 3
E=T2—+S(A')<I§+§<T6-

On peut aussi prendre k = 12; alors erreur ¢ est moindre que’
1 1 2
12 <10

D’aprés Gauss ((Huvres, t. III), on a

C=—W(0) =05772..., 1—C =0421,

Pour k = 5, _
log 5 — E (log 5) = 0,609

qui dépasse 1 — Cde e = 0,188 < 0,3.
Pour k = 12,

log 12 — E (log 12) = 0,484

qui dépasse 1 — C de ¢ = 0,063 < 0,2.

On peut retourner le résultat et dire qu’'une valeur asympto-
tique k, de k est (n entier positif)

i k
ko= "t1—C lim = 1.

n
n
On obtient ainsi approximativement

— 9227 , k=615, ...
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