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LE TRIANGLE DES PIEDS DES HAUTEURS 117

Remarque. — En appliquant ce théorème au cas où le triangle
ABC donné est rectangle en A, on retrouve la relation connue :

h'2 cl'

7. — Propriétés résultant des relations (3) et (2).

1° Chaque côté du triangle des pieds des hauteurs est égal à la
projection du côté correspondant du triangle donné sur la tangente
en Vunedeses extrémités au cercle circonscrit à ce dernier triangle.

En effet (fig. 9) :
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Fig. 9.

BE a cos a

CF bcos

AD c cos

(47)

2° La projection de chaque côté d'un triangle sur la tangente
menée au cercle circonscrit par le sommet opposé est égale à la
somme des deux côtés non-correspondants du triangle des pieds des
hauteurs.
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(Jar on a, en désignant par GD la projection de a sur la tangente

en A (fig. 10):

GD GA + AD b cos -j- cos

OU

GD bx + Cj

KE zzzCj-j- (i^, (48)

LF — "j— b^*-o

G

3° SiVon projette chaque côté du triangle donné sur la tangente
menée *au cercle circonscrit par le sommet opposé

4

la somme des trois projections est égale au double périmètre du
triangle des pieds des hauteurs (fig. 10).

En additionnant membre à membre les trois égalités ci-dessus,
on obtient en effet :

GD + KE; + LF 2 (49)

4° Si Von projette chaque côté d'un triangle sur la tangente menée

au cercle circonscrit par le sommet opposé la somme
des trois projections est égale au périmètre du triangle multiplié
par le rapport du diamètre du cercle inscrit au rayon du cercle

circonscrit (fig. 10).
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Car la relation précédente peut s'écrire:

GD + KE + LF 2(0, + 0 + g) =2 cos a + h cos + c cos

Mais
a cos a -p bcos|3 -f- c cos y _

a -(- -F

g
Par suite

2 c
GD -f- KE -f- LF — [a-F~b c) ~jT

5° Si Von abaisse de chaque sommet d'un triangle la perpendiculaire

sur la tangente menée au cercle circonscrit par le sommet

suivant, la somme des trois perpendiculaires est égale à la somme

des diamètres des cercles ex-inscrits au triangle des pieds des hau-

leurs (fig. 10).
Démonstration.

AF — h sin ß CE sin a BD c sin ;

A F + CE -f- BD a sin a -f- sin -f- c sin

—D— — 2R a ~ 2R sin a b — 2R sin c ~ 2R sin y ;

sin a

a sin a + b sin ß + csin y —2R [sin2 a + sin2 ß + sin2

Or d'après (27)

(52)

(53)

(530

r
R

2r
U'R

(50)

(51

sin2 a -j- s^r2 H~ s^n2 7
2R + G

R

Done

et

a sin a -F bsinß + csin y — 2 (2R -f-

AF -F CE + BD 2(2R -F rt)

ou, en vertu de (40')

AF -F CE -F BD — + + dr1 1 G c\

6° La somme des projections des deux segments côté du

triangle donné sur les côtés adjacents du triangle des pieds des

hauteurs est égale au troisième côté de ce dernier triangle.
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En effet (fig. 4) :

AXE a'cosa AtF — a" cos a

AjE -f- Aj F a'-}-a")cosa rr: cos a at ;

Aj E + A, F ax BjF + BjD r= bt Ct D -f CjE cx (54)

Remarque.— D'après les formules (55), on aurait d'emblée:

AjE BjD AjF =: CjD ; donc AtE -f- AXF a1

7° a) On a (fig. 1):

a'c cos p

a' cos a (c cos a) cos ß

ar cos a b"cos p ou I At E Bj D

h' cos p c" cos y » | B1F Cj E (55)

c' cos ya"cosa » [ C, D A, F

d'où

a' cos a -j- b' cos ß-f-c'cosV d"cos a -f- -f- c" cos (56)

c'est-à-dire

SiVon projette les segments déterminés sur les côtés d'un triangle
par les hauteurs correspondantes sur les tangentes menées par les

sommets respectifs au cercle circonscrit,les sommes des projections
de trois segments non-consécutifs sont égales et ont pour valeur la
moitié du périmètre du triangle des pieds des hauteurs.

De la relation précédente résulte

(ar— a")cosa" -f- (// — b")cosp -f- — cos 0 (57)

b) Exprimons et comparons les segments Bx D et Ci X
(fig. 11):

BtD -= b"cosp

CjX i'".cos (90 — y) sin y

Or

if"— s' cos ß — cos ß •1 sin y '
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Remplaçons
CjX //' cos

Par suite

BtD CtX Ct Y AtE A, Z B, F (58)

On retrouve ainsi le théorème connu suivant:
Chaque côté d'un triangle est divisé par les points de contact des

cercles inscrit et ex-inscrit en trois segments dont les deux extrêmes

sont égaux.
o) Distances des points de contact des cercles inscrits et ex-inscrits

(fig- ii)-
Soit En tenant compte des relations (55) et

(58), on a:

XD C,D — CjX AtF — Cj Y A, F — A,E
(ArF + FBj) - (AjE + ECJ cr - bx ;

XP =r Cj — />, YE ZF — a1 — (59)

c'est-à-dire
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Théorème. — Sur chaque côté d'un la distance des

points de contact des cercles inscrit et ex-inscrit est égale à la différence

des deux autres côtés.
V

Relation entre ces trois distances

YE + ZF éx — b,

Donc
XP YE H- ZF (60)

c'est-à-dire 6

Théorème. — La distance des points de contact des cercles

crit et ex-inscrit sur le côté moyen d'un triangle est égale à la somme
de leurs distances sur les deux autres côtés.

8. — Autres propriétés (fig. 12).

1° Les hauteurs d'un triangle étant les bissectrices des angles
du triangle des pieds des hauteurs, leur point d'intersection H
est le centre du cercle inscrit dans ce dernier triangle. En outre,
les angles Bx et Cx du quadrilatère ABX RG1 par exemple étant
droits, ce quadrilatère est inscriptible. Donc:

Les cercles circonscrits aux triangles aux sommets passent par
Vorthocentre H du triangle donné,c*est-à-dire par le centre du
cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs1.

2° Les centres des cercles circonscrits aux triangles aux sommets
sont les points milieu des segments supérieurs des hauteurs du
triangle donné.

Car les segments supérieurs des hauteurs sont les diamètres
de ces cercles.

3° Les pieds des hauteurs d'un triangle, les points milieu des
côtés et les points milieu des segments supérieurs des hauteurs
sont situés, comme on sait, sur un même cercle appelé « cercle
des neuf points ». Ce dernier n'est donc autre que le cercle circonscrit

au triangle des pieds des hauteurs. Par suite :

Le cercle circonscrit au triangle des pieds des hauteurs passe par
les centrés des cercles circonscrits aux triangles aux sommets.

i Si le triangle donné est obtusangle (par exemple ACH, fig. 11), l'orthocentre (B) est
alors le centre d'un des cercles ex-itiscrits au triangle des pieds des hauteurs (A1B1C1)
correspondant.
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