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112 A. S TBEIT
Théorème. — Lasomme des distances des centres des cercles

-

circonscrits aux triangles aux sommets, — points milieu des

segments supérieurs des hauteurs du triangle donné, — aux côtés

correspondants du triangle des pieds des hauteurs est égale à la
différence entre le rayon du cercle circonscrit au triangle donné et

le rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des

La relation ci-dessus peut aussi être interprétée comme suit
(fig. 6 et 12):

Si du centre (M) du cercle circonscrit à un triangle (A^jC^)
on abaisse les perpendiculaires sur les côtés, la somme des segments
compris entre les côtés et la circonférence (circonscrite) est égale à

la différence entre le diamètre du cercle circonscrit et le rayon du
cercle inscrit.

4. — Somme des distances des sommets du triangle donné aux côtés

correspondants du triangle des pieds des hauteurs. (Somme des

rayons des cercles ex-inscrits à un triangle.)

La figure (4) donne :

AD crsin7
} AD -4- BE sin 7

BE c"sin 7

BE a'sin a
[ BE -f" GF a sin a

CF — a"sina

CF =r Vsinß
> CF -j- AD ~ b sin ß

AD b" sin ß

t

d'où, en additionnant membre à membre

2 (AD -|~ BE 4" CF) a sin a + sin ß + c sin 7

V

Le second membre peut s'exprimer en fonction des rayons R
et : :

— 2R, a 2R shi a -b isz 2R sin ß, 2R sin 7;
sin a'-_ • - <- - -

asin ce bsin ß + c sin 7 2 R [sin2 a -f- sin2 ß + sin2 7]'.



LE TRIANGLE DES PIEDS DES HAUTEURS 113

Or, d'après (27)

g I -2/2I '2 + rismJ a --J- sur p -f- siur =r —

Donc
a sin a -f- bsin ß -j- csiny — 2(2R -f- (39)

Par suite
ad -f BE 4- CF — 2R -f r, (40)

c'est-à-dire
Theoreme. — La somme des distances des sommets d'un triangle

aux côtés correspondants du triangle des pieds des hauteurs est

égale au diamètre du cercle circonscrit au triangle donné augmenté
du rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

A, B, C étant les centres des cercles ex-inscrits au triangle
des pieds des hauteurs et AD, BE, CF leurs rayons, la relation
ci-dessus peut s'écrire (R 2RX):

rax+ rb!+ r<4 4Ri F f40')

ra + rb + re — 4R + r (41)

Cette relation lie les rayons des cercles inscrit, circonscrit et
ex-inscrits à un triangle. Elle peut s'énoncer comme suit:

Théorème. — La somme des rayons des cercles ex-inscrits à

un triangle est égale au double diamètre du cercle circonscrit
augmenté du rayon du cercle inscrit.

5. — Distances du centre 0 du cercle circonscrit au triangle donné

aux côtés du triangle des pieds des hauteurs.

La fig. 7 (ou 12) donne:

OD -J- OE -j- OF (OA -f OB + OC) — (AD + BE + CF)

Mais d'après (40)

AD + BE + CF 2R -f- rt
et

OA + OB + OC 3R

Donc
OD + OE + OF R — rx 2Rj — rx (42)

c'est-à-dire
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