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98 A. STREIT
Soient Ax,Bx, Cxles sommets du triangle des pieds des hâu-

teurs; ar, 61? cx ses côtés; al7 /31? ses angles; A^, A^', A"' ses
hauteurs ; 7*! et Rxles rayons des cercles inscrit et circonscrit ; ux son
périmètre et Sx sa surface.

Soient enfin respectivement r', les rayons des cercles
inscrits dans les triangles aux sommets ABX Cx,
GAj^Bj et R', R", R'" ceux des cercles circonscrits (à ces

triangles).

1. — Expression des éléments, du périmètre et de la surface du triangle
des pieds des hauteurs en fonction des éléments du triangle donné.

A. Angles. — Les hauteurs du triangle donné sont, comme
on sait, les bissectrices des angles du triangle des pieds des
hauteurs (fig. 1):

<£ AAjCj <AAiB1 |
Le quadrilatère ABAX Bxétant inscriptible, on a

< AA.Bj < ABB1

/ \
/ V

\

Fig. 1.
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OU

Îî- 90° — a
2

olx180° — 2a

ß, 180° — 2 ß (1)

Vl 180° — 2 7

Il en résulte
<< Cj A,B <£ B.AjG a

< A^C <0,3^ ß (2)

<0,0^ <A1G1B 7

c'est-à-dire :

Dew# quelconques des côtés du triangle des pieds des hauteurs

forment avec le côté sur lequel ils se coupent des angles égaux à

V angle compris entre les deux autres côtés du triangle donné.

Il en résulte :

1° Les triangles aux sommets (ÀBX Cx, BGX A1, GAX Bx)
semblables entre eux et au triangle (ABC) donné.

2° Les côtés du triangle donné sont les bissectrices des angles
extérieurs du triangle des pieds des hauteurs.

B. Côtés. — a) Expression en fonction des côtés et des angles.

A ABjCj nvj A ABC (fig. I) :

ax c'

a b

d'où

iax
— a cos a

bt b cos ß } (3)

c, c cos

c'est-à-dire
Chaque côté du triangle des pieds des hauteurs est égal au côté

correspondant du triangle donné multiplié par le cosinus de V

opposé.

b) Expression en fonction des côtés seulement.
De (fig. 1)

aA -=z ci cos a

et
a2 — b2-j- c2 — 2be cos a
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résulte /

~
• m

Les expressions correspondantes de bx et ct s'obtiennent par
permutation circulaire.

G. Périmètre. — En désignant par ', u" et les périmètres
des triangles ABX Ci, BGiAj, CA^! semblables au triangle
ABG de périmètre m, nous avons (fig. 1):

d'où

u'
— rr: — cos a
il a

ur —: u cos a ;

u" Z=2 u cos ß

u'" ~ u cos 7 ;

OU

d'où

u' 4~ u" -f- u'n — u. (cos a -}- cos ß -j- cos 7)

u + ux •=. u.(cosa cos ß cos 7)

u1u. [cos a -f- cos ß + cos 7 — 1]

En transformant la parenthèse en un produit, on trouve

û
ß 7

cos a -f- cos ß -f- cos 7 — 1 4 sin — sin — sin
A A A

Par suite

Ï/, u. |~4 sin J sin sin

formule calculable par logarithmes.

Mais
a ß 7 rm - s.n - s.n _ _ (6)

Donc, en remplaçant

(5)

ut =«.—
d'où \

M, 7'

¥ '

c'est-à-dire
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Théorème. — Les périmètres du triangle des pieds des hauteurs

et du triangle donné sont entre eux comme les rayons des cercles

inscrit et circonscrit au triangle donné.

D. Surface. — a) Première expression. — Soient S', S", S

les surfaces des triangles ABX Cx, BCX A1, GAX Bx. Ces triangles
étant semblables au triangle ABC de surface S, nous avons

(fig. 1):
S' aia2cos2a

cos2 a
S — 9 9 -w a-4

Par suite
S' S cos2 a

S'' S cos2 ß

S"' r= S cos2 y ;

S' + S" + S'" — s (cos2 a + cos2 ß + cos2 y)

OU
S — Sj rr S. (cos2 a -f- cos2 cos2 l) >

d'où
Sj S [1 — (cos2 a -f- cos2 ß -f~ cos2 y)] (8)

Mais

cos2 a -f- cos2 3 -|- cos2 y =: —— (9)

On a donc

S — s 71
1 R '

- _S ~~ R '
ri

(10)

c'est-à-dire
Théorème. — La surface du triangle des pieds des hauteurs est

à la surface du triangle donné comme le rayon du cercle inscrit
dans le triangle des pieds des hauteurs est au rayon du cercle
circonscrit au triangle donné.

b) Seconde expression.

2Sj — ci1b1s^n 7i (fig* P

Mais

a1 rz: a cos a cos ,3 Vl 180 - 2 y ;

2Sj r=r a cos a b cos ß sin (2 y)

sin (2 y) nr 2 sin y cos y
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Par suite

Sj (absin 7) cos a cos ß cos
OU

Sj — 2S (cos a cos ß cos y) (11)

Remarques.— 1. Des formules (8) et (11) résulte
cos2 a -f~ cos2 ß -f" cos2 y-j-2 cos a cos ß cos 1 (12)

ce qui est la relation des cosinus.2. De (11) on tire
S

cos a cos ß cos 7 — (13)
A ö

E. Rayon du cercle circonscrit (fig. 1). — Le cercle
circonscrit au triangle des pieds des hauteurs n'étant autre que le
cercle des neuf points, on a

^ H
«i 2 ' (14)

c'est-à-dire
Le rayon du eercle circonscrit au triangle des pieds des hauteurs

est égal à la moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle
F. Rayon du cercle inscrit. — a) Expression en fonction

des angles et de R (fig. 2).

A
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Or i'zz:a' tg (90 — 7)=z cos ß cotg y

et
sin ^ — sin (90 — a) ~ cos a

Donc
c

i\ zz: (c cos ß cotç 7) cos a — — cos ß cos 7 cos a
1 v r & // sin 7

OU

rl 2R (cos a cos ß cos 7) (15)

Remarque. — De (15) résulte
V

cos a cos ß cos 7 zz: ^ (16)

b) Expression en fonction des côtés et de R. (Somme des carrés
des côtés d'un triangle).

1° Le rayon r du cercle inscrit dans un triangle ABC étant
donné par la formule

r (p —a) tg

nous avons pour le rayon r1du cercle inscrit dans le triangle
des pieds des hauteurs (fig. 2) :

\ (^\ H- ~f~ ^1 \(Pi -«il.tg g
—

2
~~ ' C°tg Ä '

OU

r [a cos en b cos ß + c cos 7 "1

a cos a I cotg a

Mais
a cos cl tf cos ß cos 7 r

a + h + c ~ R *

Par suite [a-f-b-f- c r"I
2

• pr — a cos aJ • cotg a zz:

(17)

r
— P - «r • c°tg a : cos2 a ;

K sin a

P • r
''i y, cotg a — 2R cos2a

rt — —— cotg ß — 2R cos2ß

P - r
colg 7 — 2R cos27
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d'où
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[cotg a 4~ cotg ß -f- cotg yj — *2R ^cos2 a -j- cos2 ß -j- cos2y^*

Or on trouve facilement
a2 /,2 _|_ c2

cotg a 4- cotg ß 4- cotg y ^ (18)

Remplaçons:

s r3r' R4
S Va24- b24~ c:

4S
J — 2R(cos2 a 4- cos2 ß -j- cos2 y) *

Mais (9)

Donc

d'où

R —
cos2 a 4- cos2 ß 4" cos2 y —g—-

3,, =•' +1t' + '' -3(»-r,).

—
a" + h* + °2

_ OR— 4R
(19)
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2° (Conséquence). — La formule obtenue pour r1 conduit
à une expression pour la somme des carrés des côtés du triangle
donné. Il en résulte:

4Rrj (a2+ b2+ c2) — 8R2

d'où
rt2 _j_ b2c2__ 8R2 4R/ti — 4R2 + 4R2 2R 2r,

ci2—j— b2—{— C2 (2R)2 + (2R)2 -f 2R 2rt

OU

fl» + fr* -1- C8 Pa + D2 + p — D (2P + dx) (20)

ou (flg. 3) (20)' Sr + S" + S'" - S c'est-à-dire
Théorème. — La somme des carrés des côtés d'un triangle

acutangle est égale à un rectangle ayant pour base le diamètre du
cercle circonscrit et pour hauteur le double diamètre de ce cercle

augmenté du diamètre du cercle inscrit dans le triangle des pieds
des hauteurs.

Remarque. —• Appliqué au triangle rectangle (a 90°), ce

théorème conduit au théorème de Pythagore:

a2 — b2 -h c2

car D a et ^ 0 (S 2S', S" + S'" S').

G. Rayons des cercles ex-inscrits. — Expression de la
surface d'un triangle en fonction de r, R et iq. — La hauteur,
issue de A, du triangle ABX Gx est le rayon ral du cercle ex-inscrit
au triangle des pieds des hauteurs, tangent à ax (fig. 4). Or

A ABjCJ A ABC:

ai a\
-y — — m cos a

h a

Mais

(21)
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Conséquences. — De ces formules résulte (fig. 4):
lo

r#i ' rh ' Vc\ ^^8(cos a cos ?cos (s*n a s'n ß 8^n y)

Fig. 4.

Mais (13)

et

Par suite

cos a cos ß cos 7
2* o

sin a sin ß sin 7 —

S, S

ai • rbl - rcx-h- ' Di - rfll - rct — Si ' S •

Or (10)

Donc

Sj : S rx: R d'où R -~

Si
at • b*Ci

7\

cToù

A A1B,C, rx rfli t-^
S8

A ABC r ra.rc S2
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On retrouve ainsi une relation connue.
2o

ra^ 4Rj cos ^90 — sin ^90

/ r» • ai ßl 7i
rat 4Ri sm ^ C0S C0S Y *

!W90-!

Donc
4R sin — cos — cos

et

Par suite
a r f •a•ß ' 7 \ / a ß 7X 2

• rb•rc 64R sm 2" sln *2 Sin
2 lC0S "2 C0S J C0S

2"

__ ,^3 r(sin a -f- sin ß -f- sin
4R* 16

Or, de

h' -f- h" + h'" — 2R[sin a sin ß -f- sin ß s'm 7 + sin 7 s^n a] (^4)

1 (25)
h' + h" -f- /*'" 2R + 4r + rj + ^

1 '

résulte

qi• q • i •
r2 -f- 2R2 -f- 4rR -{- r,R

sin a sin ß -j~ sm P sm 7 ~r sm 7 Sln a — — ' '
'

et de (9)

sin2 a -f- sin2 ß ~|- sin2 2 -}- ^ • (27)

Si l'on se base sur (26) et (27), la relation ci-dessus, peut s'écrire

r. [r2 + 4R2 + 4rR -f 2r, R]

r [(r + 2R)2 + 2r, R]

ou, en posant 2R D

ra • rb • rc '• • [(r + D)2 + rl D] • (28)

De (23) et (28) résulte

S2 r2 f (r + D)2 + r, D] (29)

i Arnold Streit: «Sur les hauteurs d'un triangle)1, Enseignement Mathématique,
sept. 1926 (p. 44, formule 20).
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Cette formule exprime la surface d'un triangle en fonction du

rayon du cercle inscrit, du diamètre du cercle circonscrit et du

rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

2. — Distances du centre du cercle circonscrit au triangle donné aux
côtés de ce triangle.

La figure (5) donne
s'

ON m R cos a —
là

OT R cos j3 i-'

s"'
OV R cos y — ;

ON + OT + OV i(s' + s" + s'")
éd

Or
^4. s"+ s'"2(r + R) i (30)

i Op. cité, p. 42 (formule 11).
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