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98 | A. STREIT

Soient A;, B;, C; les sommets du triangle des pieds des hau-
teurs; a,, by, ¢; ses cotés; ay, B, y; ses angles; h;, h,, h; ses hau-
teurs; r; et R, les rayons des cercles inscrit et circonscrit; u; son
périmeétre et S; sa surface. |

Soient enfin respectivement r’, r”, r’’’ les rayons des cercles
inscrits dans les triangles aux sommets AB;C;, BG,; A,,
CA,B; et R’, R”, R ceux des cercles eirconscrits (& ces
triangles).

14

1. — Expression des éléments, du périmétre et de la surface du triangle
des pieds des hauteurs en fonetion des éléments du triangle donné,

A. AnNGLEs. — Les hauteurs du triangle donné sont, comfne
on sait, les bissectrices des angles du triangle des pieds des hau-
teurs (fig. 1):

4 AAC, = < AAB, = .

Le quadrilatére ABA, B, étant inscriptible, on a

<& AA,B, = <4 ABB, ,
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ou
%: ’900’-—'—"a7
a, = 180° — 2a ,
B, = 180° — 2§, (1)
9, = 1809 — 29,

Il en résulte
< C A B =L B,A,C = a,
€ ABC=<LCBA=2¢§, (2)
4 B,CA = 4L ACB =9,
¢’est-a-dire:

Deux quelconques des cotés du triangle des pieds des hauteurs
forment avec le coté sur lequel ils se coupent des angles égaux a
Uangle compris entre les deux autres cotés du triangle donné.

Il en résulte :

1o Les triangles aux sommets (AB; C;, BC; A;, CA,B,) sont
semblables entre eux et au triangle (ABC) donné.

20 Les cotés du triangle donné sont les bissecirices des angles
extérieurs du-triangle des pieds des hauteurs.

B. CorEs. — a) Ezpression en fonction des cdtés et des angles.

A AB,C, ~ A ABC (tig. 1):

a ¢!

1 = — = cos a,
a b
bIFRR ‘
d’ou
a, = a cos a ,
b, = b cos 3, (3)
¢, = c cos 7y ,

¢’est-a-dire
Chaque coté du triangle des pieds des hauteurs est égal au coté
correspondant du triangle donné multiplié par le cosinus de I'angle

0pposé.
b) Expression en fonction des cdtés seulement.
De (fig. 1) |
(ll = @ CcOos &
et

a? = b% 4 ¢? — 2bc cos a
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résulte | . /
' 2 2 __ .2 .
¢1=fl(l)-+c a). - | (4)

2bc

Les expressions correspondantes de b; et c¢; s’obtiennent par
permutation circulaire.

C. PErRIMETRE. — En désignant par u’, u” et W' les périmeétres
des triangles’ AB; C;, BC; A;, CGA, B, semblables au triangle -
ABC de périmetre u, nous avons (fig. 1):

u a, . . :
— = — — cos a ,
u a
d’ou
w' =— ucosa;
w’ = ucos B,
"’ = ucosvy;
w + v 4w = u. (cos a + cos § 4 cos ) ,
ou
“ 4+ u, = u. (cos & 4 cos § + cos p) ,
d’ou |

u, = u. [cos a 4 cos B 4 cos y — 1] .
En transformant la parenthése en un produit, on trouve

cos a + cos B 4 cos y — 1 = 4sin—;~si‘n—g—sin—;’—.

Par suite

—_—
()}
~

' oa . B .9
u, = u. [4 51n551n—2—51n§],

formule calculable par logarithmes.

Mais - |
sin — sin 8 sin L = L, . (6)

2 2 2 4R

Donec, en remplacant

d’on | o - (7)

¢’est-a-dire
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TaEOREME. — Les périmétres du triangle des pieds des hauteurs
et du triangle donné sont entre eux comme les rayons des cercles
inscrit et circonscrit au triangle donné.

D. SURFACE. — a) Premiére expression. — Soient S’, S", S
les surfaces des triangles AB; C;, BC; Ay, CA; By . Ces triangles
étant semblables au triangle ABC de surface S, nous avons

(fig. 1):

2
s’ ay a? cos® a .
—_—= ) — —————— == CO0S~ & .
S a” a*
Par suite

S’ = S cos?a,

S" = S cos? 3,

S == S cos® 7y ;

S 4+ §” 4 S = S. (cos® o + cos? § 4 cos* y) ,

ou
S— S, = 8. (cos? «  cos? § 4 cos? y) ,
d’ou
S, = S. [1 — (cos? a 4 cos? 3 4 cos? y)] . (8)
Mais
Y " . R —r
cos® a + cos® 3 4 cos?y = —R (9)
On a done
»
S, = S -El,
(10)
S I
S R’

¢’est-a-dire

TutorEME. — La surface du triangle des pieds des hauteurs est
a la surface du triangle donné comme le rayon du cercle inscrit
dans le triangle des pieds des hauteurs est au rayon du cercle cir-
conscrit au triangle donné.

b) Seconde expression.

25, = a, b, sin 9, (fig. 1)
Mais

C

a, = a cos a , b, = b cos 3, 7, = 180 — 29 ;
25, = a cos a. b cos §.sin(29) ,

sin(27) = 2 sin y cos g .
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. Par suite .
S, = (ab sin ¢) . cos .« cos B cos ¥
ou
S, = 2S. (cos a cos B cos ¥) . (11)

Rgmarques. — 1. Des formules (8) et (11) résulte
cosza+cpsé(3+cos2'y+2cosacosﬁcos'y='1 , (12)

ce qui est la relation des cosinus.
2. De (11) on tire
S

: cosacos@cosy:als. ‘ (13)

E. RAYON DU CERCLE cIirconscriT (fig. 1). — Le cercle
circonscrit au triangle des pieds des hauteurs n’étant autre que le
cercle des neuf points, on a |

R, =

1

R

c’est-a-dire '
Le rayon du cercle circonscrit au triangle des pieds des hauteurs
est égal a la moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle donné.
F. RAYON DU CERCLE INSCRIT. — a) Ezpression en fonction
des angles et de R (fig. 2). ’
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Or

7

! = a’ tg (90 — 9) = c cos { cotg ¥

et
. a] .
sin 5 = sin(90 — a) = cos a .
Donec
r, = (c cos § cotg ) cos a = Sin o cos  cos 7 cos a ,
ou

r, = 2R (cos « cos § cos %) . (15)

1

Remarque. — De (15) résulte

cos a cos $ cos y = SR (16)

b) Expression en fonction des cotés et de R. (Somme des carrés
des cotés d'un triangle).
1o Le rayon r du cercle inscrit dans un triangle ABC étant

donné par la formule
a

7':(p—(l).tg§,

nous avons pour le rayon r; du cercle inscrit dans le triangle
des pieds des hauteurs (fig. 2):

o a, + b, 4+ ¢
r = (P a,) tg;‘:“-(‘ 21 ]——a1>.cotga,
ou
acos a -+ bcos B 4 ccosvy
ro= 5 — a.cosal.cotga .
Mais
acos a-+ bcosf 4 ccosy r 17
a4+ b+ c — R (17)
Par suite
o Je+b+c r
r, = 2 .E——acosa . cotg a —
— r t 2
=p.g-ootga— ———.cos’a;
.r
r, = B—R—' cotg a — 2R . cos?a
rltg—k—r.cotgﬁ——QR.cos?@,
p.r

|- colgy — 2R . cos?*y ,
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d’ou
3r, = p—R—’: [cotg a -+ colg B -+ cotg‘ 7] — 2R (COAS2 o + cos? § + cos? ')'), .

Or on trouve facilement

2 b2 2
cqtga-{—cotg@—}—cotg'y:a +4)S+C . (18)
Remplacons:
2 2 4 o2 '
3r, = _S_[a + b, +.c] — 2R (cos? a + cos® B cos? y) .
R 4S
Mais (9)
- R—r,
cos? o 4 cos? § + cos?y = T
Donc |
a b2+ c2 . :
R L L
d’ou ,
2 2 2
=2 +4[)R+C—2R. (19) -
" 8"
b
i
.o o s T N
! 3 § .
¢/l PN : |
!  : z 1 . |
! C‘ ll/ /;0 [ !ZR
! NG [
- 7\ b Tl : i
. : C '\
1 S .
By | ———— -e-d
2R 2 d,
a
Sr
a

Fig. 3.



LE TRIANGLE DES PIEDS DES HAUTEURS 105

20 (Conséquence). — La formule obtenue pour r; conduit
4 une expression pour la somme des carrés des cotés du triangle
donné. Il en résulte:

5Rr, = (a® 4 0% + c?) — 8R?
d’ou
a? 4+ b0? 4 ¢ = 8R? + 4Rr, = 4R? + 4R* 4- 2R . 2r
a® 4 b? 4 @ = (2R)? & (2R)? + 2R . 2r, ,
ou
a® + 0* 4> =D*4+-D* 4 D.d, = D.(2D 4 4d,) , (20)

ou (fig. 3) (20) S” 4+ S” + S = S, c¢’est-a-dire

TuEorREME. — La somme des carrés des cotés d’un triangle
acutangle est égale a un rectangle ayant pour base le diameétre du
cercle circonscrit et pour hauteur le double diamétre de ce cercle
augmenté du diamétre du cercle inscrit dans le triangle des pieds
des hauteurs.

Remarque. — Appliqué au triangle rectangle (¢ = 90°), ce
théoréme conduit au théoréme de Pythagore:

a? = b + ¢,
car D =a et dy=0(S=25,5"+ 8" =1¥5).
G. RAYONS DES CERCLES EX-INSCRITS. — FExpression de la
surface d’un triangle en fonction de v, R et r;. — La hauteur,

issue de A, du triangle AB; C; est le rayon ry, du cercle ex-inscrit
au triangle des pieds des hauteurs, tangent a a, (fig. 4). Or

A AB,C, ~ A ABC:

’al

- = ?Ll — cos a .
Mais
e, = h’ .cos a ; I = b sin g,
b = 2R sin § , k' == 2R sin § sin g ;
o, = 2R cos o sin § sin g ,
Py, = 2R cos  sin ¢ sin a , (21)

r.. = 2R cos 9 sin o sin § .
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Conséquences. — De ces formules résulte (fig. 4):
1o |

Tay s Toy = Te, = 8R3(cos « cos B cos %) (sin a sin f§ sin )? |

B
Mais (13)
Sl
cos a cos f3 cos ¢ = 3
et
. ‘ . __ S
sin « sin § sin y = Tt (22)
Par suite
S, S : : .
rax'rb1'r01,:'_115l-’Dl'rax'rbl'rq:,sl's' (23)
Or (10)
- r,S
S,:S=r:R, douR::—é;-.
Domnc
g?
. Pay +Toy *Tey = 2,
ry
d’ou
: 2
AABGC ..r.1r, Ppy ey = Sy

AABC...r.r,.7p. 7, = S? 23
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On retrouve ainsi une relation connue.

20 .
By i
Pay = 4R, . ¢ <90—§> sin (90—-—1 sin 90—5 ;
S— . % ﬁ_x 71
o, = 4R, sin 3 cos 3 cos 5
Done
r — 4R sin — €OS E cos —
a7 2 2 2 ‘
Par suite
2
Puelp Ty = 64R3 <sin % sin —g sin %) <cos —;i cos —2— cos %) —
—eams T (sin & 4 sin 3 -+ sin )2
— 64R3. ATE 16
Or, de
' 4+ R 4+ B = 2R[sin « sin § 4 sin § sin ¢ 4 sin ¢ sin a] (24%)
et .
, r? 1 (25)
R 4+ B + B = 2R 4 b4r 4 r, +R
résulte
2 9IR2 4
sin « sin § 4 sin 3 sin ¢ 4 sin 9 sin a = r+ 2R ;-Rer R , (26)
et de (9)

sin? & 4 sin? § 4+ sin? 9 = 2 + % . (27)

Sil’on se base sur (26) et (27), la relation ci-dessus peut s’écrire

2 2
roomyr :Rz'r[<2+%>+r + 2R +4rR+rR]_

r. [ 4 4R? 4 4rR 4 2r R] =
r.[(r+ 2R)® 4+ 2r,R] ,

1

ou, en posant 2R = D
r,.r,.r, =r.[(r4+ D)2+ rD]. (28)

e (23) et (28) résulte

S = r*.[(r + D)2 4+ r,D] . (29)

1 Arnold STREIT: «Sur les hauteurs d’un triangle », Enseignement Mathématique,
sept. 1926 (p. 44, formule 20).
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Cette formule exprime la surface d’un triangle en fonction du
rayon du cercle inscrit, du diamétre du cercle circonscrit et du
rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

Fig. 5.

2. — Distances du centre du cercle circonserit au triangle donné aux
| cotés de ce triangle.

La ﬁgﬁre (5) donne

ON = R cos a =
. S”
OT = R cos B: 5

OV = Recos y = ;

-

ON 4+ OT + OV = 5(8’ + s + sy .
Or | : .
~ sh4s" + s = 2(r+R) . 1 (30)

1 Op. cité, p. 42 (formule 11).
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