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On obtient apres un calcul facile
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L’élimination de m,; de ’équation (26) nous conduit a l’affineur
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qui est invariant par rapport aux transformations (24).
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Prague, septembre 1926.

SUR LE TRIANGLE DES PIEDS DES HAUTEURS

PAR

Arnold Streir, DTr Phil. (Berne).

INTRODUCTION.

Dans les développements, nous avons surtout utilisé des pro-
cédés trigonométriques. CGeux-ci nous ont permis de découvrir
un certain nombre de théoremes et quelques relations trigono-
meétriques.

Notations. — Nous désignerons les sommets du triangle donné
par A, B, G; les c6tés opposés par a, b, c; les angles correspon-
dants par «, 8, v; les hauteurs par A', A", A'", leurs segments
supérieurs par s’, s”, s’’’ et les segments inférieurs par ¢/, 1", 1"’ ;
les segments déterminés par les hauteurs sur les cotés respectifs
par a’, a”, b’, b", ¢’, ¢"; le rayon du cercle inscrit par r, celui du
cercle circonscrit par R et ceux des cercles ex-inscrits par rq, rp,
r.; le périmetre par u et la surface par S.

L’Enseignement mathém., 26¢ année; 1927,




98 | A. STREIT

Soient A;, B;, C; les sommets du triangle des pieds des hau-
teurs; a,, by, ¢; ses cotés; ay, B, y; ses angles; h;, h,, h; ses hau-
teurs; r; et R, les rayons des cercles inscrit et circonscrit; u; son
périmeétre et S; sa surface. |

Soient enfin respectivement r’, r”, r’’’ les rayons des cercles
inscrits dans les triangles aux sommets AB;C;, BG,; A,,
CA,B; et R’, R”, R ceux des cercles eirconscrits (& ces
triangles).

14

1. — Expression des éléments, du périmétre et de la surface du triangle
des pieds des hauteurs en fonetion des éléments du triangle donné,

A. AnNGLEs. — Les hauteurs du triangle donné sont, comfne
on sait, les bissectrices des angles du triangle des pieds des hau-
teurs (fig. 1):

4 AAC, = < AAB, = .

Le quadrilatére ABA, B, étant inscriptible, on a

<& AA,B, = <4 ABB, ,
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ou
%: ’900’-—'—"a7
a, = 180° — 2a ,
B, = 180° — 2§, (1)
9, = 1809 — 29,

Il en résulte
< C A B =L B,A,C = a,
€ ABC=<LCBA=2¢§, (2)
4 B,CA = 4L ACB =9,
¢’est-a-dire:

Deux quelconques des cotés du triangle des pieds des hauteurs
forment avec le coté sur lequel ils se coupent des angles égaux a
Uangle compris entre les deux autres cotés du triangle donné.

Il en résulte :

1o Les triangles aux sommets (AB; C;, BC; A;, CA,B,) sont
semblables entre eux et au triangle (ABC) donné.

20 Les cotés du triangle donné sont les bissecirices des angles
extérieurs du-triangle des pieds des hauteurs.

B. CorEs. — a) Ezpression en fonction des cdtés et des angles.

A AB,C, ~ A ABC (tig. 1):

a ¢!

1 = — = cos a,
a b
bIFRR ‘
d’ou
a, = a cos a ,
b, = b cos 3, (3)
¢, = c cos 7y ,

¢’est-a-dire
Chaque coté du triangle des pieds des hauteurs est égal au coté
correspondant du triangle donné multiplié par le cosinus de I'angle

0pposé.
b) Expression en fonction des cdtés seulement.
De (fig. 1) |
(ll = @ CcOos &
et

a? = b% 4 ¢? — 2bc cos a




100 A. STREIT

résulte | . /
' 2 2 __ .2 .
¢1=fl(l)-+c a). - | (4)

2bc

Les expressions correspondantes de b; et c¢; s’obtiennent par
permutation circulaire.

C. PErRIMETRE. — En désignant par u’, u” et W' les périmeétres
des triangles’ AB; C;, BC; A;, CGA, B, semblables au triangle -
ABC de périmetre u, nous avons (fig. 1):

u a, . . :
— = — — cos a ,
u a
d’ou
w' =— ucosa;
w’ = ucos B,
"’ = ucosvy;
w + v 4w = u. (cos a + cos § 4 cos ) ,
ou
“ 4+ u, = u. (cos & 4 cos § + cos p) ,
d’ou |

u, = u. [cos a 4 cos B 4 cos y — 1] .
En transformant la parenthése en un produit, on trouve

cos a + cos B 4 cos y — 1 = 4sin—;~si‘n—g—sin—;’—.

Par suite

—_—
()}
~

' oa . B .9
u, = u. [4 51n551n—2—51n§],

formule calculable par logarithmes.

Mais - |
sin — sin 8 sin L = L, . (6)

2 2 2 4R

Donec, en remplacant

d’on | o - (7)

¢’est-a-dire
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TaEOREME. — Les périmétres du triangle des pieds des hauteurs
et du triangle donné sont entre eux comme les rayons des cercles
inscrit et circonscrit au triangle donné.

D. SURFACE. — a) Premiére expression. — Soient S’, S", S
les surfaces des triangles AB; C;, BC; Ay, CA; By . Ces triangles
étant semblables au triangle ABC de surface S, nous avons

(fig. 1):

2
s’ ay a? cos® a .
—_—= ) — —————— == CO0S~ & .
S a” a*
Par suite

S’ = S cos?a,

S" = S cos? 3,

S == S cos® 7y ;

S 4+ §” 4 S = S. (cos® o + cos? § 4 cos* y) ,

ou
S— S, = 8. (cos? «  cos? § 4 cos? y) ,
d’ou
S, = S. [1 — (cos? a 4 cos? 3 4 cos? y)] . (8)
Mais
Y " . R —r
cos® a + cos® 3 4 cos?y = —R (9)
On a done
»
S, = S -El,
(10)
S I
S R’

¢’est-a-dire

TutorEME. — La surface du triangle des pieds des hauteurs est
a la surface du triangle donné comme le rayon du cercle inscrit
dans le triangle des pieds des hauteurs est au rayon du cercle cir-
conscrit au triangle donné.

b) Seconde expression.

25, = a, b, sin 9, (fig. 1)
Mais

C

a, = a cos a , b, = b cos 3, 7, = 180 — 29 ;
25, = a cos a. b cos §.sin(29) ,

sin(27) = 2 sin y cos g .
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. Par suite .
S, = (ab sin ¢) . cos .« cos B cos ¥
ou
S, = 2S. (cos a cos B cos ¥) . (11)

Rgmarques. — 1. Des formules (8) et (11) résulte
cosza+cpsé(3+cos2'y+2cosacosﬁcos'y='1 , (12)

ce qui est la relation des cosinus.
2. De (11) on tire
S

: cosacos@cosy:als. ‘ (13)

E. RAYON DU CERCLE cIirconscriT (fig. 1). — Le cercle
circonscrit au triangle des pieds des hauteurs n’étant autre que le
cercle des neuf points, on a |

R, =

1

R

c’est-a-dire '
Le rayon du cercle circonscrit au triangle des pieds des hauteurs
est égal a la moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle donné.
F. RAYON DU CERCLE INSCRIT. — a) Ezpression en fonction
des angles et de R (fig. 2). ’
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Or

7

! = a’ tg (90 — 9) = c cos { cotg ¥

et
. a] .
sin 5 = sin(90 — a) = cos a .
Donec
r, = (c cos § cotg ) cos a = Sin o cos  cos 7 cos a ,
ou

r, = 2R (cos « cos § cos %) . (15)

1

Remarque. — De (15) résulte

cos a cos $ cos y = SR (16)

b) Expression en fonction des cotés et de R. (Somme des carrés
des cotés d'un triangle).
1o Le rayon r du cercle inscrit dans un triangle ABC étant

donné par la formule
a

7':(p—(l).tg§,

nous avons pour le rayon r; du cercle inscrit dans le triangle
des pieds des hauteurs (fig. 2):

o a, + b, 4+ ¢
r = (P a,) tg;‘:“-(‘ 21 ]——a1>.cotga,
ou
acos a -+ bcos B 4 ccosvy
ro= 5 — a.cosal.cotga .
Mais
acos a-+ bcosf 4 ccosy r 17
a4+ b+ c — R (17)
Par suite
o Je+b+c r
r, = 2 .E——acosa . cotg a —
— r t 2
=p.g-ootga— ———.cos’a;
.r
r, = B—R—' cotg a — 2R . cos?a
rltg—k—r.cotgﬁ——QR.cos?@,
p.r

|- colgy — 2R . cos?*y ,
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d’ou
3r, = p—R—’: [cotg a -+ colg B -+ cotg‘ 7] — 2R (COAS2 o + cos? § + cos? ')'), .

Or on trouve facilement

2 b2 2
cqtga-{—cotg@—}—cotg'y:a +4)S+C . (18)
Remplacons:
2 2 4 o2 '
3r, = _S_[a + b, +.c] — 2R (cos? a + cos® B cos? y) .
R 4S
Mais (9)
- R—r,
cos? o 4 cos? § + cos?y = T
Donc |
a b2+ c2 . :
R L L
d’ou ,
2 2 2
=2 +4[)R+C—2R. (19) -
" 8"
b
i
.o o s T N
! 3 § .
¢/l PN : |
!  : z 1 . |
! C‘ ll/ /;0 [ !ZR
! NG [
- 7\ b Tl : i
. : C '\
1 S .
By | ———— -e-d
2R 2 d,
a
Sr
a

Fig. 3.
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20 (Conséquence). — La formule obtenue pour r; conduit
4 une expression pour la somme des carrés des cotés du triangle
donné. Il en résulte:

5Rr, = (a® 4 0% + c?) — 8R?
d’ou
a? 4+ b0? 4 ¢ = 8R? + 4Rr, = 4R? + 4R* 4- 2R . 2r
a® 4 b? 4 @ = (2R)? & (2R)? + 2R . 2r, ,
ou
a® + 0* 4> =D*4+-D* 4 D.d, = D.(2D 4 4d,) , (20)

ou (fig. 3) (20) S” 4+ S” + S = S, c¢’est-a-dire

TuEorREME. — La somme des carrés des cotés d’un triangle
acutangle est égale a un rectangle ayant pour base le diameétre du
cercle circonscrit et pour hauteur le double diamétre de ce cercle
augmenté du diamétre du cercle inscrit dans le triangle des pieds
des hauteurs.

Remarque. — Appliqué au triangle rectangle (¢ = 90°), ce
théoréme conduit au théoréme de Pythagore:

a? = b + ¢,
car D =a et dy=0(S=25,5"+ 8" =1¥5).
G. RAYONS DES CERCLES EX-INSCRITS. — FExpression de la
surface d’un triangle en fonction de v, R et r;. — La hauteur,

issue de A, du triangle AB; C; est le rayon ry, du cercle ex-inscrit
au triangle des pieds des hauteurs, tangent a a, (fig. 4). Or

A AB,C, ~ A ABC:

’al

- = ?Ll — cos a .
Mais
e, = h’ .cos a ; I = b sin g,
b = 2R sin § , k' == 2R sin § sin g ;
o, = 2R cos o sin § sin g ,
Py, = 2R cos  sin ¢ sin a , (21)

r.. = 2R cos 9 sin o sin § .
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Conséquences. — De ces formules résulte (fig. 4):
1o |

Tay s Toy = Te, = 8R3(cos « cos B cos %) (sin a sin f§ sin )? |

B
Mais (13)
Sl
cos a cos f3 cos ¢ = 3
et
. ‘ . __ S
sin « sin § sin y = Tt (22)
Par suite
S, S : : .
rax'rb1'r01,:'_115l-’Dl'rax'rbl'rq:,sl's' (23)
Or (10)
- r,S
S,:S=r:R, douR::—é;-.
Domnc
g?
. Pay +Toy *Tey = 2,
ry
d’ou
: 2
AABGC ..r.1r, Ppy ey = Sy

AABC...r.r,.7p. 7, = S? 23
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On retrouve ainsi une relation connue.

20 .
By i
Pay = 4R, . ¢ <90—§> sin (90—-—1 sin 90—5 ;
S— . % ﬁ_x 71
o, = 4R, sin 3 cos 3 cos 5
Done
r — 4R sin — €OS E cos —
a7 2 2 2 ‘
Par suite
2
Puelp Ty = 64R3 <sin % sin —g sin %) <cos —;i cos —2— cos %) —
—eams T (sin & 4 sin 3 -+ sin )2
— 64R3. ATE 16
Or, de
' 4+ R 4+ B = 2R[sin « sin § 4 sin § sin ¢ 4 sin ¢ sin a] (24%)
et .
, r? 1 (25)
R 4+ B + B = 2R 4 b4r 4 r, +R
résulte
2 9IR2 4
sin « sin § 4 sin 3 sin ¢ 4 sin 9 sin a = r+ 2R ;-Rer R , (26)
et de (9)

sin? & 4 sin? § 4+ sin? 9 = 2 + % . (27)

Sil’on se base sur (26) et (27), la relation ci-dessus peut s’écrire

2 2
roomyr :Rz'r[<2+%>+r + 2R +4rR+rR]_

r. [ 4 4R? 4 4rR 4 2r R] =
r.[(r+ 2R)® 4+ 2r,R] ,

1

ou, en posant 2R = D
r,.r,.r, =r.[(r4+ D)2+ rD]. (28)

e (23) et (28) résulte

S = r*.[(r + D)2 4+ r,D] . (29)

1 Arnold STREIT: «Sur les hauteurs d’un triangle », Enseignement Mathématique,
sept. 1926 (p. 44, formule 20).
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Cette formule exprime la surface d’un triangle en fonction du
rayon du cercle inscrit, du diamétre du cercle circonscrit et du
rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

Fig. 5.

2. — Distances du centre du cercle circonserit au triangle donné aux
| cotés de ce triangle.

La ﬁgﬁre (5) donne

ON = R cos a =
. S”
OT = R cos B: 5

OV = Recos y = ;

-

ON 4+ OT + OV = 5(8’ + s + sy .
Or | : .
~ sh4s" + s = 2(r+R) . 1 (30)

1 Op. cité, p. 42 (formule 11).
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Done
ON 4+ OT 4+ OV =r+ R, (31)

c¢’est-a-dire

TutorEME. — La somme des distances du centre du cercle
circonscrit @ un triangle aux cotés du triangle est égale a la somme
des rayons des cercles inscrit et circonscrit.

Conséquence. — 1l en résulte que le périmétre de 1’hexagone

0’ VO"NO"" T est égal a 2 (r -+ R).

3. — Triangles aux sommets.

A. GERCLES INSCRITS. — Les triangles aux sommets AB,; C,,
BC; Ay, CA; B, étant semblables au triangle ABC donné, nous
avons (fig. 1):

A AB,C, ... L:ﬂ:cosa,
r a
d’ou
A AB,C, ... " == rcos a,
A BC,A, ... ¥ = rcos f§,
A CA,B, ... " = rcos g,

¢’est-a-dire
Le rayon du cercle inscrit dans U'un quelconque des triangles aux
sommets est égal au rayon du cercle inscrit dans le triangle donné
multiplié par le cosinus de langle commun.
Par suite
P’ 4" """ = r(cos a + cos § 4 cos y) .

Or

cosa+cos{3+0057:r+R. (32)

R
Donc
77 . — r? '
Yo ! = R (33)
En outre
P’ = 13(cos a cos @ cos ) .

Mais (16)

cosacos@cosy:———.

2R
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Donc
: _ 3.
U L A /L= rzl_l;— =
d’ou | A ,
Dr' /' p" = r 13 . o (34)
B. GercLEs circonscriTs. — Les angles HB; A et HC; A

étant droits, AH (c’est-a-dire s’) est le diameétre du cercle cir-
conscrit au triangle AB,; C; (fig. 1 et 12):

2R = s’ = 2R cos a ,
A
AABC,... R = %: R cos a ,
1
a BCA, ... R" = % = Recos §,
. 1!
ACAB, .. R” = ié_ =R cos 7 .
Par suite
Rl + RII + RIII:_;_ (sl__l_ SII _+_ sl/l) .
r (30) o
s’ s s = 2(r +R) .
Donc

RR+R/'+R"=r+R, | (35)
¢’est-a-dire |
La somme des rayons des cercles circonscrits aux triangles aux

sommets est égale & la somme des rayons des cercles inscrit et cir-
conscrit au triangle donné. ~

En outre
2R’ .2R"” (2R = §'s"'s"" .
Mais ' ’
s's"s" = r D? . (36)
Donec
D’. D", D”’——rDzzd D D,
d?Ol‘l PO o e vt i o Hmorbenea s 4 st ma et e

R’.. R”.R" = 1. 3, R, (37)

¢’est-a-dire

1 Op. cité, {ormu-le 22, p. 44.. '
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Le produtt des rayons des cercles circonscrits aux triangles aux
sommets est égal au produit des rayons des cercles inscrit et cir-
conscrit au triangle des pieds des hauteurs par le rayon du cercle
circonscrit au triangle donné.

C. DISTANCES DES CENTRES DES CERCLES CIRCONSCRITS AUX
TRIANGLES AUX SOMMETS AUX COTES DU TRIANGLE DES PIEDS
DES HAUTEURS. — Les centres des cercles circonscrits aux
triangles aux sommets sont les points milieu des segments su-
périeurs des hauteurs du triangle donné. On a (fig. 6 et 12):

O'L/ 4 O"L" 4 O""L"" = (O’M + O"M + O""M) — (ML’ 4 ML"” 4+ ML"").

Or, M étant le centre du cercle circonscrit au triangle A; B, C,
et ML', ML”, ML"" ses distances aux cotés de ce triangle, on a,
en vertu de (31)

ML’ 4 ML’ 4+ ML = R, + r, .
En outre
O’M 4+ O”M 4+ O'""M = 3R, .
Remplagons ci-dessus:

O'L’ + oL —l— O///L/r/ — 2R. — r,o= R — r,, (38)

1

¢’est-a-dire
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TuEOREME. — Lo somme des distances des centres des cercles
.circonscrits auz triangles aux sommets, — points milieu des seg-
ments supérieurs des hauteurs du triangle donné, — aux cotés
correspondanis du triangle des pieds des hauteurs est égale d la
différence enire le rayon du cercle circonscrit au triangle donné et
le rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

La relation ci-dessus peut ausm étre mterpretee comme suit
(fig. 6 et 12): T n

St du centre (M) du cercle circonscrit a un triangle (A, B; C,)
on abaisse les perpendiculaires sur les cotés, la somme des segments
compris entre les cdtés et la circonférence (circonscrite) est égale
la différence entre le dmmetre du cercle circonscrit et le rayon du
cercle inscrit. |

4., — Somme des distances des sommet_s du triangle donné aux cotés
correspondants du triangle des pieds des hauteurs. (Somme des
rayons des. cercles ex-inserits 3 un triangle.)

La figure (4) donne:

AD = ¢ sin'y. :

AD + BE = ¢ sin % ,
BE = ¢"” sin vy
BE — a’ sin 2

BE 4+ CF = a sin a ,
CF = a'’sin a
.CE =¥ sm@

CF + AD ) = b sin ,
AD = b”sin } , + ﬁ
- d’ot, en additionnant membre & membre
2(AD + BE + CF)'= a sin « + b sin f 4 sin 7 .
Le second membre peut s’eprimer en fonction des rayons R
etry: S -

.?‘ — 2R, a = 2R sin a, -b'= 2R sin B, ¢ = 2R sin 7;
sin a‘<_ . T A

‘a sin a + b sin B 4 c sin y = 2R[sin? a 4 sin? B+ sin? 9],
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Or, d’apres (27)

2R :
sin? o -+ sin® B 4 sin®? 9 = ——li-—’_l .
Done
asino -+ bsinff 4 ¢siny = 2(2R + ) . (39)
Par suite
AD -~ BE + CF = 2R +r, , (40)

c’est-a-dire

THEOREME. — La somme des distances des sommets d’un triangle
aux cotés correspondants du triangle des pieds des hauteurs est
égale au diameétre du cercle circonscrit au triangle donné augmenté
du rayon du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

A, B, C étant les centres des cercles ex-inscrits au triangle
des pieds des hauteurs et AD, BE, CF leurs rayons, la relation
ci-dessus peut s’écrire (R = 2R,):

"oy + rp, - r, = 4R, 4 r; (407)
r, +r,+ r, = 4R £ r. (41)

Cette relation lie les rayons des cercles inscrit, circonscrit et
ex-inscrits a un triangle. Elle peut s’énoncer comme suit:
THEOREME. — La somme des rayons des cercles ex-inscrits d

un triangle est égale auw double diameétre du cercle circonscrit aug-
menté du rayon du cercle inscrit.

8. — Distances du centre O du cercle circonserit au triangle donné
aux c0tés du triangle des pieds des hauteurs.,

La fig. 7 (ou 12) donne:
OD + OF - OF = (OA - OB & OC) — (AD -+ BE +CF) .
Mais d’apres (40)
AD + BE 4+ CF = 2R + r, ,
et
OA -~ OB 4+ OC = 3R .
Donc
OD + OE + OF = R —r, = 2R, —r, , (42)
¢’est-a-dire

L’Enseignement mathém., 26¢ année; 1927. 8




14 A. STREIT

THEOREME. — La somme des distances du centre dw cercle cir-
conscrit & un triangle donné aux cétés du triangle des pieds des
hauteurs est égale a la différence entre le rayon du cercle circonscrit

au triangle donné et le rayon du cercle inscrit dans le triangle des |
pieds des hauteurs.

A

Fig. 7.

Des relations (38) et (42) résulte (fig. 12):

OD + OE + OF = O'L/ + O” L” + O™/ L" (=R —r) , (43)

¢’est-a-dire

La somme des distances du cenire du cercle circonscrit d un
triangle donné aux cétés du triangle des pieds des hauteurs est égale
i la somme des distances des ‘centres des cercles circonscrits aux.
triangles aux sommeis — poinis milieu des segments supérieurs
des hauteurs du triangle donné — aux cotés respectzfs du tmangle
des pieds des hauteurs.
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6. — Somme des carrés construits sur les c¢otés du triangle des pieds
des hauteurs.

D’apres le théoréme du cosinus, on a (fig. 8):

\\ /0
\\ /
o s
N
, NN . , |
S ~ # |
\ ~ -
~ o - - l
\ - —
N ]
N |
\\ [}
N |
\
N I
N
~ |
N
~ !
\\ N
S |
————————————————— ‘.—‘-‘o—‘
Fig. 8

2 .
A AB,C, ... a; = 0" 4 ¢ — 20"¢ cos a

A BC/A, ... l)f::c”z-}—a’z—Qc”a’ cos f3,

A CA, B, ... ci = a" 4 b2 — 2a" 1/ cos g ,
d’ou, en additionnant membre & membre

a3+ U + cf = (@ 4 12 4 ¢?) 4 (@’ 4 172 4 ¢
— 2. [b"¢" cos a 4 ¢”"a’ cos B+ a”’ b cos 7] .
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Or o
a’? 4 b4 ¢ = a4 B4 (44)
Par suite ‘ | | |
al 4 b3+ & = 2(a? + b2 + ¢'?) — 2[b"¢’ cos a + c"a’ cos B + a” b’ cos y] =
. = 2[(a”?—c""a’cos B) 4 (b"*—a"' b’ cos ) + (* — b"'¢' cos a)].

Mais '
cosﬁ—a’ cos ¢ = . e
=5 1= sa= g

df + b4 ] =2. [<a’2 cos ﬁaﬁ,—-c”a’ cos ﬁ) + (b’” cos yg—a”b’ cos 7) —-

b
. -+ (c’z cos o — — b"c" cosa )| =

= 2. [cos B(a’c — a’c") 4 cos y(b"a — b a") + cos a(c'b — ' b"7)] =
= 2. [cos Ba'(c — ¢") + cos yb'(a — a”) —|— cos ac’ (b — b")] =
= 2.[cos B.a’c’ + cos y.b"a’ + cos a.c’ V] ; :

a: + b2 + ¢ = 2a’ (b’ cos ) 4+ 2b’ (¢’ cos a) 4+ 2¢(a’ cos B)

aj + b + c; = a’(2V cos 9) 4+ b’ (2¢' cos a) + ¢’ (2a” cos B) , (45)

ou
S, + 8, + S, =8 4+8" 48", (45)

Si ’on remplace, dans le cours des tranéformations, (a2 4 b2
+ ¢'2) par (a” + 6" + ¢"2) et si 'on prend:

g4 . 44 I)”

C
cosﬁ:—(-l—-, cos-y:—l;-, cosa:-—c—

on est conduit au résultat suivant:

a: 4+ b + o = a” (20" cos 9) + I/’(2c” cos a) + c¢’’(2a" cos B) . (46)

Les deux relations (45) et (46) donnent lieu au théoréme sui-
vant: | .

THEOREME. — La somme des carrés construits sur les cotés du
triangle des pieds des hauteurs est égale & la somme de trois rec-
tangles dont les bases sont trois segments non consécutifs du triangle
donné et les hauteurs les doubles projections sur ceuz-ci des seg-
ments non consécutifs suivants respectifs. -

1 Op. cité, p. 32 (formule 4).
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Remarque. — En appliquant ce théoréme au cas ol le triangle
ABC donné est rectangle en A, on retrouve la relation connue:

7. — Propriétés résultant des relations (3) et (2).

1o Chague cété du triangle des pieds des hauteurs est égal a la
projection du coté correspondant du triangle donné sur la tangente

en l'une de ses extrémités au cercle circonscrit a ce dernier triangle.
En effet (fig. 9):

BE:acosa:al,
CF = bcos B = by , (47)
( AD = ccos y = ¢,

20 La projection de chaque c6té d’un triangle sur la tangente
menée au cercle circonscrit par le sommet opposé est égale & la

somme des deux cotés non-correspondants du triangle des pieds des
hauteurs.
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Car on a, en désignarnt par GD la projection de a sur la tangente
en A (fig. 10):

GD = GA + AD = b cos £ + ccos vy,

ou _
GD = b, + ¢, ,
KE = ¢, + a, , ()
LF = a,+ b, .

Fig. 10.

-

30 Si Don projette chaque cété du triangle donné sur la tangente
menée au cercle circonscrit par le sommet opposé correspondant,
la somme des trois projections est égale au double périmétre du
triangle des pieds des hauteurs (fig. 10).

En additionnant membre & membre les trois égalités ci-dessus,
on obtient en effet:

GD + KE + LF = 21, . » (49)

40 Si Uon projette chaque cété d’un triangle sur la tangente menée
au cercle circonscrit par le sommet opposé correspondant, la somme
des trois projections est égale au périméire du triangle multiplié
par le rapport du diamétre du cercle inscrit au rayon du cercle cir-
conscrit (fig. 10). |
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Car la relation précédente peut s’écrire:

GD + KE + L¥F = 2(a, + b, + ¢,) = 2(a cos a 4 b cos f + ccos 7).

Mais
acosa—}-/)cosﬁ—{—ccosy:L (50)
a+ b +c¢ R
Par suite
2r 2r ,
GD—{—KE—}—LF::(a—I—b{—c)—R-:: w. g (51)

50 Si Pon abaisse de chaque sommet d'un triangle la perpendi-
culaire sur la tangente menée au cercle circonscrit par le sommet
suivant, la somme des trois perpendiculaires est égale a la somme
des diamétres des cercles ex-inscrits au triangle des pieds des hau-
teurs (fig. 10).

Démonstration.

AF = b sin 8, CE — asin a , BD = ¢ sin y ;
AF + CE 4+ BD = «a sin o + b sin B 4 ¢ siny .

a

, — 2R |, a = 2R sin a , b = 2R sin B, ¢ = 2R sin ¢ ;
sin a

a sin o 4 b sin B 4 ¢ sin g = 2R [sin? a + sin® § 4 sin® 9] .

Or d’apres (27)

sin? o 4 sin® B 4 sin® ¢ = -—T—l :
Done
asino -4 bsin B4+ ¢ sing = 2(2R + r)) (52)
et
AF 4 CE 4+ BD — 22R & ) , (53)
ou, en vertu de (40")
AF 4+~ CE 4 BD = dal—l-dbl—{—dq . (53")

6o La somme des projections des deux segments d’un cité du
triangle donné sur les cotés adjacents du triangle des pieds des
hauteurs est égale au troisieme coté de ce dernier triangle.
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"En effet (fig. 4): |
A E=2acos a, AIF:a"’ cos a ,
AJE + AF = (0’ + a”’)cosa = acos a = qa, ;

AJE4+AF=4q, BF+BD=1Ub, CD+CE=c¢ . (54)

Remarque. — D’apres les formules (55), on aurait d’emblée:
ALE=BD, AF=CD; dme AEL+AF=aq .

7° a) On a (fig. 1):

@’ = ¢ cos B .
a’ cos & = (c cos a) cos 3,
a’ cos a = b’ cos f3 ou A/E =B,D,
b cos B =c"” cosy B,F = C,E , (55)
¢’ cos y = a”’ cosa  » C,D = AF,
d’ou |
a' cosa—+ b’ cos B+ ¢’ cosy = a’’ cosa+ b’ cos B+ ¢’ cosy = l;—‘,- (56}

¢’est-a-dire

St Uon projette les segments déterminés sur les cotés d’un triangle
par les hauteurs correspondantes sur les tangentes menées par les
sommets-respectifs au cercle circonscrit, les sommes des projections
de trois segments non-conséculifs sont égales et ont pour valeur la
moitié du périmétre du triangle des pieds des hauteurs.

De la relation précédente résulte '

(¢/ — a’’) cos a (b == b"”") cos B 4 (¢"—¢”) cos y = 0 . (57) .

, .b) Exprimons et comparons les segments B; D et C;X
(fig. 11): '

B,D = b” cos‘ﬁ ,
C,X = i"”.cos (90 — 9) = """ sin 9
Or
‘ b’
i’ = s’ cos B = — ,cos B,
sin g
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Remplacons
C,X = b"cos .

Par suite

B,D =CX, CY=AE A,Z = B,F . (58)

1

On retrouve ainsi le théoréme connu suivant:

Chaque cété d’un triangle est dipisé par les points de contact des
cercles inscrit et ex-inscrit en trois segments dont les deux extrémes
sont égaux. |

¢) Distances des points de contact des cercles inscrits et ex-inscrits
(tig. 11).

Soit by < a; < ¢;. En tenant compte des relations (55) et
(58), on a:
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)’ an C
B A,
Fig. 11.

XD = CID——CIX = AF — CGY = AIF—AIE -
= (A F + FB)) — (A\E + EC)) = ¢, — b, ;
XD — ¢, — b,

, YE = ¢ —a, , ZF = a, — b, , (59)

¢’est-a-dire
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- TukorEME. — Sur chaque cété d’un triangle, la distance des
points de contact des cercles inscrit et ex-inscrit est égale & la diffé-
rence des deux aulres cotés.

Relation entre ces trois distances.

YE + ZF = ¢, — b,
Donc
XD = YE -+ ZF , (60)
O

c¢’est-a-dire

TukoREME. — La distance des points de contact des cercles ins-
~crit et ex-inscrit sur le coté moyen d’un triangle est égale a la somme
de leurs distances sur les deux autres cotés.

8. — Autres propriétés (fig. 12).

1o Les hauteurs d’un triangle étant les bissectrices des angles
du triangle des pieds des hauteurs, leur point d’intersection H
est le centre du cercle inscrit dans ce dernier triangle. En outre,
les angles B; et C; du quadrilatére AB; HC; par exemple étant
droits, ce quadrilatére est inscriptible. Donc:

Les cercles circonscrits aux triangles aux sommets passent par
Porthocentre. H du triangle donné, c’est-a-dire par le centre du
cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs?.

20 Les centres des cercles circonscrits aux triangles aux sommets
sont les points milieu des segments superwurs des hauteurs du
triangle donné.

Car les segments supérieurs des hauteurs sont les diamétres
de ces cercles. |

3° Les pieds des hauteurs d’un triangle, les points milieu des
cOtés et les points milieu des segments supérieurs des hauteurs
sont situés, comme on sait, sur un méme cercle appelé « cercle
des neuf points ». Ce dernier n’est donc autre que le cercle circons-
crit au triangle des pieds des hauteurs. Par suite:

Le cercle circonscrit au triangle des pieds des hauteurs passe par
les centres des cercles circonscrits aux triangles aux sommets.

1 Sl le triangle donné est obtusangle (par exemp]e'ACH fig. 11), 'orthocentre '(B) est
alors le centre d’un des cercles ex-inscrits au triangle des pieds des hauteurs (A1Bi Cx)
correspondant.
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40 Les cotés du triangle des centres (0" 0" O"") des cercles cir-
conscrits aux triangles aux sommels sont paralléles aux cotés du
triangle donné et divisent les segments inférieurs des hauteurs en
deux parties égales.

En effet, la ligne des centres O’ O” est perpendiculaire sur

le milieu de la corde commune HCy ou '".
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Fig. 12.

50 Le centre radical des cercles circonscrits aux triangles aux
sommelts est 'orthocentre H du triangle donné, c’est-a-dire le centre
du cercle tnscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

Car H est le point d’intersection des cordes communes A; H,
B; H et C; H, axes radicaux des trois cercles.
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60 Les sommets du triangle donné sont les centres des cercles
ex-inscrits au triangle des pieds des hauteurs.

Soit en effet A; S le prolongement de G; A; et By T celui de
C;By. A G est la bissectrice de l’angle extérieur B; A; S et
-B; G celle de 'angle extérieur A, B, T; leur point d’intersection
C, sommet du triangle donné, est donc le centre du cercle
ex-inscrit au triangle A; B, C; .

De 30 et 6° résulte, le point d’intersection H- des hauteurs
etant le centre du cercle inscrit! dans le triangle des pieds des
hauteurs: | <

TaEorREME. — Le cercle circonscrit ¢ un triangle (A{B;C,)
divise en deux parties égales les distances entre le cenire (H) du
cercle inscrit et les centres (A, B, C) des cercles ex-inscrits.

7° Le centre M du cercle circonscrit au triangle des pieds des
hauteurs est le point milieu de la distance de U'orthocentre H du
triangle donné-au centre O du cercle circonscrit a ce triangle.

En effet, le rectangle VO” O’ T étant inscrit dans le « cercle
des 9 points », ses diagonales VO’’’ et O” T sont des diameétres
de ce cercle et leur point d’intersection en est le centre M. Les

- triangles MOT et MHO” sont égaux (MT = MO”, OT = 3;—: = HO"

et < T = <2 O"). Par suite MO = MH et les angles en M sont
égaux: MH est donc le prolongement de OM.

80 La ligne des centres (MO”) des cercles circonscrits au triangle
des pieds des hauteurs et d I'un quelconque des triangles aux som-
mets (BA; C;) est perpendiculaire sur le milieu du coté commun
(auz deux triangles).

Car le c6té commun C; A; aux deux triangles est la eorde
commune aux deux cercles.

'MT étant le prolongement de O” M, la propriété précédente
donne lieu a la suivante:

90 La droite qui joint le point miliew O" du segment supérieur
d’une hauteur du triangle donné au point milieu T du cdté opposé est
perpendiculaire sur le miliew du cété correspondant Cy A; du
triangle des pieds des hauteurs. Cette droite de jonction O" T est un
diameétre du cercle circonscrit au triangle des pieds des hauteurs.

100 Les points milieu des segments inférieurs des hauteurs

1 ou d’un des cercles ex-inscrits.
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d’un triangle sont sur la circonférence dont le rayon est le quart
du rayon du cercle circonscrit au triangle donné et dont le centre
est le point miliew de la distance de Uorthocentre H du triangle
donné au centre M du cercle circonscrit au triangle des pieds des
hauteurs.

En effet, les points milieu I, J, K des segments inférieurs des
hauteurs du triangle donné ABGC sont les pieds des hauteurs
du triangle O’ O” O"’"; d’aprés la 7me propriété, le cercle cir-
conscrit au triangle [JK des pieds des hauteurs a donc pour rayon
la moitié du rayon R, du cercle circonscrit au triangle O’ O” O’
qui vaut lui-méme la moitié du rayon R du cercle circonscrit
au triangle donné ABC. D’autre part, H étant aussi 'orthocentre
du triangle O" 0" O""" et M le centre du cercle circonsecrit & ce
triangle, le centre du cercle circonscrit au triangle des pieds des
hauteurs correspondant IJK est au milieu de HM (C.Q.F.D.).

Les segments inférieurs des hauteurs du triangle donné ABC
étant les segments supérieurs des bissectrices du triangle des
pieds des hauteurs A; B; G;, la 10me propriété donne lieu a la
suivante:

A

Fig. 13.

110 Les points milieu des segments supérieurs des bissectrices
des angles d’un triangle (A, B, C,) sont sur la circonférence dont
le rayon est la moitié du rayon (R,) du cercle circonscrit et dont le
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centre M’ est le point milieu de la distance des centres H et M des
cercles inscrit et circonscrit (fig. 12 et 13).

Le triangle des pieds des hauteurs A; B; C; étant un triangle
quelcongue, la 11me propriété est aussi applicable au triangle
donné ABC. |

9. — Produits égaux (fig. 14).

pwl

TutorEME 1. — Si des sommets du triangle des pieds des hau-
teurs on abaisse les perpendiculaires sur les cotés du triangle donné,
les produits de trois perpendiculaires de méme sens sont égaux

(fig. 14).
Démonstration. \
AG = ¢ sinf, A K = b, sinyg,
B,I = a, sin 9, C;M = a, sin B,
CIJA:b1 sin « ', BIL:C'I'sina.
- Par suite .
A,G.B,I.C,J =AK.CM.B, L. (61)
TutoriME 2. — Le produit des distances des sommets d’un

triangle aux cétés correspondants du triangle des pieds des hau-
teurs est égal au produit des distances de méme sens des sommets

du triangle des pieds des hauteurs aux cétés du triangle donné
(fig. 14):

g 2
AD.BE.CF:AIG.BII.CIJ(:E). (62)
A r/
Démonstration.
AD = ¢/ siny ,. AG =a"siny,
BE — a’ sin a , B,I = b sina,
CF = b sinff, CJ =¢c"sinf,

d’ou résulte ~
B AD .BE .CF = d'b’¢’ (sin « sin f sin ).
et - : ot ,
A,G.B,I.C,J = a”b"c"(sin a sin B sin 9) .
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Mais, d’apres le théoreme de Ceva
a' b’c’ = b’ .
Donc
AD.BE.CF = A,G.B,1.CJ(= A,K.C,M.B,L) .

THEOREME 3. — Le produit des trois cotés du triangle des preds
des hauteurs est égal au produit de trois segments non consécutifs
déterminés par les hauteurs sur les cotés du triangle donné (fig. 14):

a,bye, = a'b'c' (= a""b"c") . (63)

Démonstration.

@, = a cos o , @' = ccos B,

by = b cos 8, b' = a cos vy,

¢, = ¢ cos 7y , ¢ = b cos a .
Par suite

abic, = a'b'c .
Remarque. — Ce théoréme peut aussi étre démontré au moyen
des triangles semblables AB; C;, BC; A;, CA,B,.

THEOREME 4. — Le produit de deux cdtés du triangle des pieds

des hauteurs est égal au produit des deux segments qui concourent
avec eux (fig. 14).
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b

Démonstration. -
- A AB,C, ~ A BC,A, :
a, i = ¢ b, 5
a b, = c'c" |
| (64)

byc, = a'a’
cia, = b'b"

Remarque. — En multipliant ces trois relations membre &

membre, on serait conduit au théoréme précédent. .
10. — Droites se coupant en un méme point.

1o Abaissons de chaque sommet d’un triangle la.perpendicu-
laire sur le coté correspondant du triangle des pieds des hauteurs:
THEOREME 1. — St Uon abaisse de chaque sommet d’ un triangle
donné la perpendiculaire sur le cété correspondant du triangle des
pieds des hauteurs, ces trois perpendiculaires se coupent en un
méme point qui est le centre du cercle circonscrit au triangle donné.

Démonstration. — Soit O le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC. On a (fig. 15):
: AO | AD ; mais AD|a, .
Done .
AO | a,; - de méme BO | b, et CO | ¢ .

Les perpendiculaires abaissées de A, B, C respectivement
sur ay, by, ¢; passent donc par O.

Fig. 15.
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Remarque 1. — On peut aussi démontrer ce théoréme en se
basant sur la réciproque du théoréme de Ceva.

\

\
\

Fig. 16.

Remarque 2. — Les sommets du triangle donné (ABC) étant
les centres des cercles ex-inscrits au triangle des pieds des hau-
teurs (A, B; C;), les perpendiculaires en question sont les rayons
aboutissant aux points de contact des cotés (fig. 16). Le théo-
réme ci-dessus peut done aussi s’énoncer comme suit:

TarorEME 1. — St lon construit les cercles ex-inscrits a un
triangle (A; By C,) et les rayons aboutissant aux points de contact
des cotés, les prolongements de ces trois rayons se coupent en un
méme point qui est le centre du cercle circonscrit au triangle ayant
pour sommets les centres (A, B, C) des cercles ex-inscrits (fig. 16).

20 Abaissons, comme précédemment, de chaque sommet d’un
triangle la perpendiculaire sur le coté correspondant du triangle

[’Enseignement mathém., 26° année, 1927. 9
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- des pieds des hauteurs et joignons les pieds aux sommets opposés
de ce second triangle:

TuktoriME 2. — Si lon abaisse de chaque sommet d’un triangle
la perpendiculaire sur le cdté correspondant du triangle des pieds
des hauteurs et qu’on joigne les pieds de ces perpendiculaires aux
sommets opposés de ce dernier triangle, les trots drottes ainst obte-
nues se coupent en un méme point (fig. 17).

a’’ cos a ,

2 = a’ cos a , x!!

y = b’ cos B, y”’ = b" cos B,

IE ’ [ /I

. z/ = ¢ cos 9, 2 cos ¢ .
- Mais
a’b'¢’ = a’’ b’ " (Théoréme de Ceva) .
- Done |
xy = x”y" #”.,. : (65)

Par suite, d’aprés la réciproque du théoréme de Ceva, les trois
drmtes A, D, B, E et G, F se coupent en un méme point Q. Ce
point est le cmquzeme pomt remarquable du trlangle des pieds

des hauteurs.
Remarque——-—De(55)AE BDC.lD AFB F=GCGE
résulte aussi A; E.G;D.B, F = AF.B;D.CE.

-
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30 Menons les bissectrices des angles d’un triangle et joignons
leurs points d’intersection avec les cotés respectifs du triangle
des pieds des hauteurs aux sommets opposés de ce 2me triangle:

TukorEME 3. — St lon méne les bissectrices des angles d'un
triangle jusqu’a leurs points d’intersection avec les cotés respectifs
du triangle des pieds des hauteurs et qu’on joigne ces points d’inter-
section aux sommets opposés du second triangle, les trois transver-
sales ainst obtenues se coupent en un méme point.

Démonstration. — Soient G, N et T les points d’intersection
des bissectrices avec les cotés respectifs a;, b, ¢; (fig. 18):

AAB,C..AT:BT = a”: 0,

ABCA.. B,G:C,G = b : ¢
ACAB...CN: AN=1¢":a
d’ot
AT.BG. C,N:A N. C,G.B, T = 2”1V :d b ¢
Mais

a/ l)lc/ — (L,, [)IIC// X
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Par suite | - |
A,T.B,G.C,N = A\N.C,G.B,T . (66)

Remarque. — Ce théoréme peut étre généralisé: on peut rem-
placer les trois hauteurs du triangle donné par trois transversales
quelconques AA’, BB’, CC’ issues des sommets et se coupant en
un méme point: en menant les bissectrices des angles A, B, G
jusqu’a leurs points d’intersection avec les cOtés respectifs du
triangle A’ B’ C’ et en joignant ces points aux sommets opposés
A’, B’, C’, on obtient trois droites se coupant en un méme point.
(La démonstration est exactement la méme.) |

40 Construisons les hauteurs A; D, B; E, C; F du triangle des
pieds des hauteurs et joignons leurs pieds D, E, F aux sommets
correspondants A, B, C du triangle donné (fig. 19):

" THEOREME 4. — Les droites de jonction des sommets d’un triangle

" aux pieds des hauteurs correspondantes du triangle des pieds des
hauteurs se coupent en un méme point. |
Démonstration. — Soient X, Y, Z les points d’intersection de

ces droites de jonction avec les cOtés respectifs a, b, c. En appli-
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quant le théoréme du sinus aux six triangles

CFA, , CFB, , ADB, , ADC, , BEC, , BEA, , on obtient
1)A,F:CF = sin ¢ :sin a ; 2) CF : B,F = sin 8 :sin 3" ;

3)B,D:AD = sin o/ :sin 8 ; 4)AD:C,D = sin y: sin a” ;
5)C,E:BE = sinf/:sin g ; 6) BE: A, E = sin a:sin " .
1).2) ... A,F: B F = sin § sin ¢ :sin a sin 9"",
3).4) ... B D:C,D = sin ¢ sin ' :sin § sin o” ,

ot

).6) ... C,;E:AE = sin asin ":sin y sin 77,
d’ou

«)A,F.B,D.C,E:A,E.C,D.B,F = sina/sin " sin 9’ :sina” sin " sin¢" .

Appliqué aux six triangles CZA, CZB, AXB, AXC, BYC, BYA,
le théoreme du sinus donne

1) AY : BY = sin ' : sin a ; 2)BY: CY = sin y:sin " ;
3)) CX : AX = sin o :sin p ; 4)"AX : BX = sin B:sin o ;
5 BZ : CZ = sin 9 :sin § ; 6) CZ : AZ = sin a:'sin 9" .
1)7.2)" ... AY: CY = sin ¢ sin f’ : sin a sin 8’ ,
3)".4)" ... CX:BX = sin f sin o : sin ¢ sin o’ ,
5)".6)" ... BZ: AZ = sin a sin 9’ : sin Bsin " ,
d’ou

B)AY.CX.BZ:AZ.BX.CY = sin o sin ' sin 9’ : sin o” sin B” sin §” .

De «) et [3) résulte

AY.CX.BZ:AZ.BX.CY = A|F.B,D.C,E:A,E.C'D.B,F = 1,

car, d’aprés le théoréme de Ceva appliqué aux hauteurs A, D,
B, Eet G F:
A,F.B,D.C,E = A,E.C,D.B,F .

Done ‘
AZ .BX.CY

I

AY.CX.BZ . (67)

Par suite, d’apres la réciproque du théoréme de Ceva, les trois
droites AX, BY, CZ se coupent en un méme point P.
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11. — Points en lighe_droite;

10 Déterminons les points d’intersection X, Y, Z des cOtés
correspondants — ou leurs prolongements — d’un triangle et du
triangle des pieds des hauteurs (fig. 20):

THEOREME 1. — Les cdtés correspondants — ou les prolongements
des cotés — d’un triangle et du triangle des pieds des hauteurs se
coupent en trois points en ligne droite. | | |

Démonstration. — 1T procEpE. — Le théoréme de Menelaiis
appliqué aux trois transversales A;B;Z, C;B; X, CG;A; Y du
triangle ABC donne successivement, -

G
3,
B : g __________ ‘...‘_\_..‘_‘.‘_:. -
/ ’A;‘ P - X
4 AN -
’ , . *\ .. . -
4 ’ N \ . - °
/1 , NN :’.
, . ‘W _.—"P
/ l’ ). B
!/ 4 - Y
I’ /’ /-/
4 4 °
¢ 7 - -
/7, .-
7 4 -
Z
.-z

Fig. 20.

1) AZ.BA,.CB, = AB,.CA,.BZ ,

2) AC, . BX . CB, = AB,.CX-.BC,

1°

3) AC, . BA,.CY = AY.,CA,.BC,

En multipliant membre & membre, on obtient |

2) (AZ . BX . CY). (AC,.BA, .CB,)? = (AY. CX.BZ).(AB,.CA; . BC)? .




LE TRIANGILE DES PIEDS DES HAUTEURS 135

Or, d’aprés le théoréme de Ceca appliqué aux hauteurs du
triangle ABC, on a
4) AC,.BA,.CB, = AB,.CA,.BC, ,

d’oul 2
5) (AC,.BA,.CB,)? = (AB,.CA,.B(,)? .

a):4) ...AZ .BX.CY = AY.CX.BZ . (68)

Par suite, d’apres la réciproque du théoréme de Menelaiis, les
trois points X, Y, Z sont en ligne droite.

2me prOCEDE. — Dans un quadrilatére complet, les trois diago-
nales se coupent harmoniquement. Donc (fig. 20):

ilate B,HA AB... 1 AZ _ AG,
Quadrilatére complet CB, HA, )]—3—2— = BC,
BX BA,
» » AC,HB,BC ... 2) cx = Ca,’
CY CB
» » BA,HC,CA ... 3) iy A31 .

1

Multiplions membre & membre:

AZ .BX.CY  AC,.BA,.CB,
AY.CX.BZ ~ AB,.CA,.BC,

%)

Les transversales AA; , BB, , CC; (issues des sommets A, B, C)
se coupant en un méme point H, on a, d’aprés le théoréme de

Ceva
AC,.BA,.CB, = AB,.CA,.BC, .

Le second membre de «) est donc égal & 1, par suite aussi le

1er; donc
AZ .BX.CY = AY.CX.BZ .

D’aprés la réciproque du théoréme de Menelaiis, les trois
points X, Y, Z sont en ligne droite.

Remarque. — Ce théoréme peut étre généralisé: En appliquant
les mémes procédés de démonstration au cas de trois transver-
sales quelconques issues des sommets d’un triangle et se coupant
en un méme point, on aboutit au résultat suivant:

TutorEME 2. — Si lon méne par les sommets d’un triangle trois
transversales se coupant en un méme point et qu’on détermine leurs
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points d’intersection avec les cités correspondanis, les dioites de
jonction de ces trois points coupent les cétés respectifs du triangle
en trois points en ligne droite.

THEOREME 3. — Chaque hauteur d’un triangle détermine sur
la droite de jonction des points d’intersection X, Y, Z des cotés
avec les cotés respectifs du triangle des pieds des hauteurs le 4me
harmonique de ces points X, Y, Z (fig. 20).

Démonstration. — Soit P le point d’intersection de la hauteur
CG; avec la droite XY. Les quatre points A, K, H, A; forment un
groupe harmonique, car la diagonale AH du quadrilatére complet
AC, HB, BC est coupée harmoniquement par les deux autres
C, B, et BC. En les projetant a partir du point G, , on obtient le
faisceau harmonique C, (AKHA,) et celui-ci coupe la droite
XYZ en quatre points harmoniques ZXPY (c.q.f.d.).

20 On sait que le centre O du cercle circonscrit & un triangle,

son centre de gravité G et I'orthocentre H sont en ligne droite

(GO = —;— GH). En se basant sur cette propriété et en appliquant

la 7me propriété (voir 8) au triangle IJK des pieds des hauteurs |
du triangle O’ O” 0"’ (ou la 10™me au triangle ABC), on est conduit
au théoréme suivant (fig. 12 et 21):

TuEOREME 4. — Le centre O du cercle circonscrit a un triangle
donné, le centre de gravité G, le point H d’intersection des hauteurs
(ou le centre du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs),
le centre M du cercle circonscrit au triangle des pieds des hauteurs
(ou le centre du cercle passant par les points miliew O’, 0", O’ des
segments supérieurs des hauteurs), le centre de gravité G' du triangle
ayant pour sommels les points milieu des segments supérieurs des
hauteurs et le centre M’ du cercle passant par les points milieu des
segments inférieurs des hauteurs sont (6 points) en ligne droite.
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Positions relatives de ces poins:

HG =2.GO, HM = MO, HG =2.G'M, HM = NMNM =

S

HO ,

HG = G'G .
Rayons des cercles en question:

R
OA = R, MAlle_—_%, MT =

| =

30 On sait que Porthocentre H d’un triangle, le point d’in-
tersection ) des transversales joignant les sommets aux points de
contact des cercles ex-inscrits, le centre O du cercle circonscrit
et le centre G’ du cercle inscrit sont les quatre sommets d’un
trapeze dont les diagonales se coupent au centre de gravité G
du triangle (fig. 22). La grande base HQ est le double de la petite

base C” O. Ces points H, G, O, C’, Q sont les 5 points remarquables
du triangle. Le point milieu M de la diagonale HO est le centre
du «cercle des 9 points », donc le centre du cercle circonserit au
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triangle des pieds-des hauteurs et le point milieu P de la diagonale
C’ Q, le centre du cercle inscrit dans le triangle ayant pour som- -
mets les points milieu des c6tés du triangle donné.

D’aprés ce qui précéde, nous sommes 4 méme de fixer, sur la
petite base C’ O et la diagonale HO du trapeze, les positions de
3 nouveaux points qui sont:

1. Le centre O’ du cercle passant par les points milieu des
segments supérieurs des bissectrices: il est situé au milieu de la
distance des centres des cercles inscrit et circonscrit (voir 8,
11me propriété), donc au milieu de la petite base C' O du tra-
péze;

2. Le centre M' du cercle passant par les pomts mlheu des seg-
ments inférieurs des hauteurs: il se trouve au milieu de HM, donc
au quart de la diagonale HO & partir de ’orthocentre H;

3. Le centre de gravité G’ du triangle ayant pour sommets les
points milieu des segments supérieurs des hauteurs: il est au
milieu du segment HG. de la diagonale HO.

En résumé (fig. 22):

Il

HQ = 2.C0 ; HM = MO ; c'p PQ ;
cC’0" =00 ; HM' = M’'M; HG' = G'G = GO .

MELANGES ET CORRESPONDANCE

A propos d’un article sur les hauteurs d’un triangle.

J’ai Iu avec beaucoup d’intérét le travail sur les hauteurs d’un
triangle publié par M. Streir dans I'Enseign. Math. (Tome XXV,
p. 22-45, 1926). Permettez-moi de faire remarquer que le resultat
exposé au § 4 (p. 31-32) n’est qu’un cas particulier d’une propriété
plus générale. En effet, en remplacant les hauteurs par les perpen-
diculaires abaissées d’un point quelconque du plan du triangle sur
les cdtés, on trouve encore que les sommes des carrés construits sur
trois segments non consécutifs sont égales.
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