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PROPRIÉTÉS D'UN PINCEAU DE NORMALES

PAR '
*

M. Marcel Dufour (Nancy).

Sections principales.— Si nous coupons une surface S au voisinage

immédiat d'un point M par un plan Q parallèle au plan
tangent en M, la section G est, à des infiniment petits d'ordre
supérieur près, une conique, en général une ellipse ou une
hyperbole, dont le centre 0 est sur la normale en M. Menons

par cette normale un plan P coupant la conique en deux points
M' et M" (fig. 1). Le cercle passant par M'MM" est le cercle
osculateur de l'intersection de S et de P: son rayon de courbure

Wo
est R MO est constant, M7 0 varie avec l'azimut du

plan P et devient maximum ou minimum quand le plan P passe

par un des axes de C. Pour ces deux positions privilégiées Px et

P2 de P, R passe par un maximum ou un minimum. La conique C

est I'indi0atric0 de Dupin, et lés deux plans Px et P2 sont les
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sections principales en M. Us sont tangents aux lignes de courbure
de la surface. Par chaque point M passent deux lignes de courbure
perpendiculaires l'une à l'autre. Il y a pour la surface deux
systèmes de sections principales et deux systèmes de lignes de courbure,

que nous appellerons premier et second système.
Considérons dans le plan sur la ligne de courbure deux points

infiniment voisins M et Mx: la surface M étant au voisinage de

M symétrique par rapport au plan P1? la normale en est

par raison de symétrie dans le plan Px: les normales en deux
points infiniment voisins sur une ligne de courbure sont dans un
même plan; les normales à la surface le long d'une ligne de courbure

forment une surface développable. En deux points infiniment
voisins, les sections princi¬

er

pales d'un même système
font entre elles un angle
infiniment petit, et les
tangent es aux lignes de courbure

d'un même système
sont parallèles à un infiniment

petit près.

Lignes focales. — Traçons
,en un point M de la surface
les deux lignes de courbure
(fig. 2), et prenons dans le

voisinage immédiat de M un
point M1sur la ligne du
premier système et un point M2

sur la ligne du second
système. La ligne de courbure
du second système menée

par Mj et la ligne de courbure

du premier système
menée par M2 se coupent
en un point M': d'après ce

qui vient d'être dit, le
quadrilatère MMjMfMg peut
être considéré comme un rectangle. Soient Fx le point de ren-

F;
S- i
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contre des normales à S en M. et Mx, F2 }q point do rencontre
des normales en M et M2 : nous appelons et F2 premier, et
second: pointfocal sur la normale en M. Puisque M' et M2 sont
sur une même ligne de courbure, les normales en M' et M2 se

rencontrent en un point F ^infiniment voisin de Fl7 et, si M' se

déplace au voisinage de M, la normale en M' s'appuie constamment

sur l'élément rectiligne F1F1' appelé première
la première ligne focale est située dans le plan de la seconde
section principale. De même, les normales en M' et se ren-

* contrent en un point F'2infiniment voisin de F2, et quand M'
se déplace au voisinage de M, F£ décrit la seconde ligne focale
située dans le plan de la premièrè section principale.

La normale en M' s'appuie donc sur les deux lignes focales

en FJ et F^. Nous désignerons par Rx la longueur MFl5 rayon
de courbure dans la première section principale et par R2 la
longueur MF2, rayon de courbure dans la seconde section
principale. A des infiniment petits près, les longueurs M'F^ et M' Fi
sont respectivement égales à R2 et R2.

Relation d'Evier. — Cherchons la valeur du rayon de courbure
R en M de l'intersection de la surface S par le plan P normal à

S en M et passant par le point M'. Désignant par la distance
MM' et par ^ l'angle que font entre elles les normales en M et M'
à l'intersection de S par P, nous avons

ds —OU — -7-R

La normale en M' à cette intersection est la projection sur P

de la normale en M' à la surface S, puisque la projection d'un
angle droit sur un plan passant par un de ses côtés est un angle
droit. L'angle des normales à la surface en deux points infiniment
voisins'd'une ligne de courbure étant facilement connu, pour
calculer <pnous passerons successivement de M à Ml7 projection
de M' sur la première ligne de courbure, puis de à M', et, pour
chacun de ces passages, nous projetterons sur le plan P l'angle
dont tpurne la normale à S 3).

Quand nous passons de M à la normale tourne autour du
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premier point focal F1 dans le plan tangent à la première ligne

de courbure en M d'un angle

ds1 ds cos a
MF M —L — *—11 R, R,

A

a étant l'angle de l'élément dsavec la première ligne de courbure.
Soit TF-, la projection de F1sur le plan P. La projection sur/\ /\ce plan de l'angle MF-lÎVQ est MFjT qui a pour valeur

MT ds1 cos a ds cos2 a
Vi R7 —r;— ~ hq

Quand nous passons de Mx à M', la normale à S tourne autour
du point F'2de la seconde ligne focale dans le plan tangent à la
seconde ligne de courbure en M' d'un angle

M p- M/ _ Vi _
ds si" g- K
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Le plan P et le plan déterminé par les trois points M,'F£, M'

étant infiniment voisins, la projection de cet angle MjF^M'
sur P est, à un infiniment petit d'ordre supérieur près, égale à sa
projection sur le plan MF^M'. Cette dernière est

W

I TVA« TM' ds2 sin a ds sin2 a
~ 2 - "b7 ' "iç R; •

Nous avons finalement
i

^

et
1 t}> cos? a sin2 a
R ^ 57 8=' ~1Ç~+ ~~V" "

Torsion géodésique. — L'angle: de torsion géodésique w est

l'angle que fait la normale en M' à la surface S avec le plan P
mené par la normale en M et par l'élément infiniment petit MM7.
Cet angle « est situé dans le plan mené perpendiculairement à P

par la normale en M', plan infiniment voisin du plan II mené
perpendiculairement à P par la normale en Mx. L'angle de torsion
géodésique est donc, à un infiniment petit d'ordre supérieur près,
égal à sa projection sur le plan II. Pour le calculer, nous passerons
successivement de M à Mx, puis de Mx à M7, et, pour chacun de

ces passages, nous projetterons sur le plan II l'angle dont tourne
la normale.

Quand nous passons de M à Mx, là normale pivote autour de Fx
ds « »d'un angle MFX Mx Le plan H est déterminé par les trois

1

points TMXFX. La projection sur II de l'angle dont a tourné la
normale est l'angle

/\_ M, T sin a
f., — M F T — 1 — il

1 1 1 R, R,

et nous lui affectons le signe — parce que MjT est la projection
de MXM, c'est-à-dire de (— ds^). Quand nous passons de M! à

M', la normale tourne autour de Fg d'un angle MjFgM' ^.
2

La projection de cet angle sur II est

/\ M, T is. cos a
*°2 M1 FST "fir " R.
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et nous lui affectons le signe + parce que MXT est la projection
de M1M/, c'est-à-dire de (+ ds2). Les deux angles ct)1 et «2 sont

dirigés en sens contraire.
Nous avons finalement

ds0cos dsx sin a
CO — COg COj —

OU

co — (—- sin a cos a .dsT1
sin 2a

V R2 Rl/ 2 Vh2 hl/

La torsion géodésique est le rapport

co 1/1 l \
— — — s m la
ds 2 \R2 rJ

Théorème de Meusnier. — Etant donnée une tangente à la

surface S en un point M, la relation d'Euler nous fait connaître
le rayon de courbure R de la section normale faite dans la surface

par le plan P contenant la tangente et normal à S en M. Cherchons
la valeur R$ du rayon de courbure en M d'une section de S par
un plan contenant la tangente donnée et faisant avec P un
angle 9 (fig. 1). Coupons la surface par le plan Q infiniment voisin
du plan tangent en M et parallèle à lui. Soient 1 et Iß les longueurs
des cordes limitées par S sur les intersections respectives de Q

avec P et P@. Si nous prenons le plan de figure perpendiculaire
à la tangente donnée, ces cordes se projettent en 0 et 0$. Nous

avons
2

\2 Afj
R

2M0
et R°

2MÖ7

d'où
R0

_
MO AA2 AA2

R" MOe yx J cos '

La distance des deux cordes 1et A toutes deux parallèles à

la tangente donnée, est 00e — MO tg 9. Si nous regardons X

comme un infiniment petit du premier ordre, MO et par suite OOß
sont du second ordre, et la différence entre X et Xq est infiniment

petite par rapport à X. Nous avons au premier ordre près 1.
X

Donc Rô R cos 9.
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