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SUR LA RÉDUCTION DES DOMAINES
PAR UNE SUBSTITUTION A m VARIABLES COMPLEXES

ET L'EXISTENCE D'UN SEUL POINT INVARIANT

PAR

Rolin Wavre (Genève).

Dans son remarquable Mémoire sur l'itération des fonctions
rationnelles M. G. Julia a élucidé le problème général, c'est-à-
dire dans tout le plan complexe, de l'itération d'une fonction
entière ou rationnelle. Il tirait parti de la notion de
normale due à M. Montel. Les Notes que M. Julia a publiées
dans les Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de en
1920, sur les suites normales de fonctions analytiques à plusieurs
vaiiables faciliteront l'étude du problème général pour les
substitutions à deux ou plusieurs variables.

A part les difficultés inhérentes à la théorie des fonctions
analytiques à plusieurs variables, il en est une qui provient de ce
qu'il n'est pas toujours possible de faire la représentation régulière

d un domaine de l'hyperespace à 2 dimensions sur l'hyper-
sphère ou sur un domaine cylindrique, et l'on ne peut tirer de
l'artifice de la représentation conforme le même avantage que
dans le cas d'une seule variable.

Le problème local, c'est-à-dire l'étude de l'itération d'une
substitution au voisinage d'un point double a fait l'objet des
belles études de Poincaré, Lattês, de MM. Leau et Lévi-
ClVITA.

Je voudrais traiter ici un problème mixte particulier, plus
voisin du problème local que du problème général, en démontrant
le théorème suivant:



SUR LA RÉDUCTION DES DOMAINES 219

À. Si un volume de Vespace à 2m dimensions (z1 zm) est

rejeté à son intérieur par une substitution holomorphe dans ce

volume, il existe un point invariant à Vintérieur de ce volume et il
n'en existe qu'un.

Cette proposition peut aussi être rapprochée des théorèmes de
M. Birkhoff concernant les substitutions continues.

I 1. — Rappel de quelques définitions et propriétés des ensembles.
Soit E un ensemble de points de l'espace En à n dimensions.
L'ensemble des points de En qui n'appartiennent pas à E sera
l'ensemble complémentaire CE de E.

Par voisinage d'un point P de l'espace E nous entendons
l'intérieur d'une hypersphère de rayon arbitrairement petit
centrée en P. L'hypersphère sera bien entendu à n — 1 dimensions

et son intérieur à n dimensions. La définition précédente
du voisinage d'un point P peut être remplacée par la suivante
dans le cas des variables complexes:

Par voisinage du point P de l'espace complexe à 2m dimensions
Zi Xi -f- iyi, £ 1

j m, nous entendons un domaine
cylindrique | — a\\ < p, p étant un-nombre positif, non nul
arbitrairement petit, et les ai représentant les coordonnées du
point P.

II est clair que dans tout domaine cylindrique on peut tracer
une hypersphère s» + y\ + + x2m + y2m » r2 et que dans
toute hypersphère à 2m — 1 dimensions on peut tracer un
domaine cylindrique. Ainsi la définition du voisinage pour un
espace complexe par un domaine cylindrique arbitrairement
petit est équivalente à la définition du voisinage par une hypersphère

de rayon arbitrairement petit.
Nous disons qu'un point P est point d'accumulation de

l'ensemble E si le voisinage du point P contient une infinité de
points de E.

Soit E' l'ensemble des points d'accumulation de E; E' sera
dit le dérivé de l'ensemble E.

Soient Et et E2 deux ensembles, Ex X E2 représentera
l'ensemble de leurs points communs, E1 + E2 l'ensemble des points
qui appartiennent à l'un ou à l'autre, ou aux deux.

La frontière /E de l'ensemble sera formée de tous les points de
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l'ensemble qui sont points d'accumulation de l'ensemble
complémentaire, et de tous les points du complémentaire qui sont
points d'accumulation de l'ensemble. La frontière /E sera donc
définie par l'égalité suivante:

• fE e'Cb + C;E. (i)

La frontière d'un ensemble est la même que celle de son
ensemble complémentaire:

U fcE •

Cela résulte de la symétrie en E et CE de la définition de /E.
Disons qu'un point P de E est isolé si son voisinage ne contient

pas de point de E autre que P.

Disons qu'un point P de E est point intérieur à E si son
voisinage ne contient que des points de E.

Un point isolé de E ou de CE appartient toujours à la frontière
/e-

Un point intérieur à E ne peut appartenir à /E.

Un point frontière n'est intérieur ni à E ni à CE. Il y a toujours
dans le voisinage d'un point frontière un point de l'ensemble
et un point du complémentaire.

Disons qu'un ensemble est fermé si sa frontière lui appartient.
Disons qu'un ensemble est ouvert si sa frontière appartient à

son complémentaire.
Un ensemble ouvert n'a que des points intérieurs.
Si un ensemble est ouvert, son complémentaire est fermé.
Si un ensemble est fermé, son complémentaire est ouvert.
Un ensemble ouvert n'a pas de points isolés.
Un ensemble ouvert auquel on adjoint sa frontière devient un

ensemble fermé sans points isolés.

Appelons ensemble d'un seul tenant un ensemble tel que deux
quelconques de ses points, puissent être reliés par un arc de
courbe x\ fi(s) i 1 2 n 0 ^ ^ 1 les fonctions /
étant continues, et l'arc ne sortant pas de l'ensemble.

Appelons domaine un ensemble ouvert.
Un volume sera constitué par un domaine d'un seul tenant

auquel on adjoint la frontière du domaine. Ainsi, un volume est un
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ensemble fermé sans points isolés, et massif dans ce sens qu'étant
constitué par un domaine que l'on a fermé, il est à autant de

dimensions que les points du domaine, c'est-à-dire à n dimensions
si le domaine est tracé dans l'espace En. Une fonction holomorphe
dans un volume peut être prolongée analytiquement à l'intérieur

du volume par l'artifice des n cercles associés.

§ 2. — Lemme de la théorie des fonctions holomorphes à m
variables. Si u <p(zx zm) est une fonction holomorphe, non
identiquement nulle dans le voisinage du point z± zm — 0

et telle que 0 <p(0 0), le voisinage du point u 0 pris
dans Vespace E2 constitué par le plan des u, est recouvert une fois
au moins lorsque le point z (z1, zm) balaye le voisinage du
point z1 — zm 0 ce dernier voisinage étant bien entendu
pris dans Vespace E2m.

Le lemme est vrai dans le cas d'une seule variable ; on sait, en
effets que la fonction

u zk[ak -j- z(ak+l 4-...)] ak ^ 0 I > 1

établit une correspondance entre le voisinage du point z 0 et
le voisinage du point u 0 recouvert k fois.

Maintenant considérons la fonction

u ® (*,, sJ
holomorphe dans un domaine cylindrique \zi\ < p i 1, m.
La propriété sera vraie si la fonction de la seule variable z±

holomorphe dans le cercle j z1 | < p

?(=!• 0 0) (1)

n'est pas identiquement nulle.
Si elle est au contraire identiquement nulle, alors la fonction

0) \Vl \ < p (-2)

est encore holomorphe en z2 dans le cercle j z21 < p et nulle à

l'origine z2 0.

Si cette dernière fonction (2) n'est pas identiquement nulle
pour une valeur de y1 convenablement choisie, la propriété est
encore vraie.



Si au contraire la fonction (2) est identiquement nulle, quel que
soit ] y\1 < p la fonction

9 (Vi* V2< °> •••, 0)

est identiquement nulle quels que soient yx et y2.
Supposons qu'il en soit ainsi et considérons la fonction

?fo,. h* °' •••' °) • ly,l<P |y,l<P (3)

Elle s'annule encore pour z3 0 et est holomorphe dans le
cercle | z3 | < p. Si elle n'est,pas identiquement nulle, la
propriété est vraie ; si elle est identiquement nulle quelles que soient
les valeurs yx et y2 convenablement choisies, la fonction

?foi > 2/2 » Vb* °' •• • ' °)

est identiquement nulle.
Enfin, supposons que la fonction

?(2/i > - > ym-\ ' °)

soit identiquement nulle, alors la fonction

fol ' • •• > ym-1 * *J \Vi\<?' | | < P (/»)

s'annule pour zm 0 et est holomorphe dans le cercle < p.
Si elle n'est pas identiquement nulle pour des valeurs

convenablement choisies de y1 ym_i la proposition est vraie,
sans quoi la fonction

?foi. •••' yfn)

est identiquement nulle, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Ainsi l'une des fonctions (1), (2), (m) n'est pas identiquement

nulle et la propriété est vraie.
Pour résumer cette démonstration, disons:
La propriété est vraie si l'une des fonctions

9(zi > °' •••> °) » ¥foi- *2> °> •••> °)> •••> ?foi. 2/2' —>ym-1' zm)

n'est pas identiquement nulle pour des valeurs fixes des y telles
que \Ui \ <C p sans quoi

?foi » ••• > yj 0 '

ce qui est contraire à l'hypothèse.
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Donc le voisinage de l'origine, l'espace E2m recouvre le

voisinage de l'origine de l'espace E2 constitué par le plan des u.

En d'autres termes, le point u 0 est point intérieur de

l'ensemble des points u lorsque le point zx, zm, balaye un
domaine cylindrique, si petit soit-il, centré à l'origine de l'espace
E2m. Il en est donc ainsi encore si %, zm balaye un ensemble

dont l'origine de E2m soit point intérieur.

§ 3. — Démonstration du théorème.

Soit
*0) T(s). 4° <M8. =J •

une substitution du point z(J) au point z{. C'est une transformation

qui fait passer du point z.au point zdb Nous appellerons le

point z(4) le conséquent du point zv et un antécédent du point
zf1'. Nous supposons les fonctions holomorphes dans un
volume V0, mais, pour le moment, seules la continuité et l'univocité
des fonctions ifh vont intervenir.

Lorsque le point Zi décrit le volume V0, le point z(J) décrit un
ensemble Vx qui sera appelé le conséquent du volume V0.

Remarque. — Si le déterminant fonctionnel

»(+i. •••• «U

" i" • •••• -V

est différent de 0 dans tout le volume V0, la substitution, dite
alois régulière,peut être inversée, et il est clair qu'à un point
intérieur à V0 correspond un point intérieur à Yx (l'intérieur
étant entendu par rapport à l'espace E2m). Ainsi la frontière
de Vx ne peut provenir que de la frontière de V0. Il suffit, dans le
cas d'une substitution régulière, que le conséquent de la frontière
de V0 appartienne à V0 pour que V0 > Vx.

Mais si ce déterminant fonctionnel s'annule à l'intérieur du
volume V0, cette propriété n'est plus certaine, tout au moins dans
le cas de plus de 2 variables. Dans le cas de 2 variables, elle a fait
l'objet de l'étude de quelques géomètres américains et elle
subsiste. De sorte que cette propriété ne pourra nous servir dans le
cas où m>2.

Supposons le domaine V0 tout entier a distance finie.
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Le conséquent d'un ensemble fermé est un ensemble fermé.
En effet, s'il n'en était pas ainsi, il y aurait un point

d'accumulation p de points du conséquent qui n'appartiendrait pas au
conséquent. Mais de la suite des antécédents d'une suite de points
tendant vers le point d'accumulation on pourrait extraire une
suite tendant vers un point limite qui appartient à l'ensemble
antécédent, puisque celui-ci est fermé. A cause de la continuité,
le conséquent du point limite serait limite des conséquents, ce

serait le point d'accumulation p. Ce point appartiendrait donc
au conséquent.

Ainsi V0 étant fermé, le conséquent Vx est également fermé.
Si Vx appartient à V0(V0 > Vx) la substitution sera définie

dans Vx et la transformation appliquée à Vx donnera un nouveau
domaine V2 évidemment compris dans Vx, puis V2 donnera V3
et ainsi de suite.

Ainsi V0 > Vx implique V0 > Vx > V2 > V3 >
Nous supposons ici que Vx n'est constitué que de points

intérieurs à V0: alors les deux ensembles V0 et Vx n'ont pas de point
frontière commun. La frontière Fx de Vx est elle-même constituée
par des points intérieurs à V0.

Les ensembles Vx V2 V3 sont fermés.
Soit V(l) Vensemble des points communs à tous les Vn;

V — V V V Vv,„ V0 V1 V2 V3 ••• •

On peut aussi dire, puisque les Vn s'emboîtent les uns dans les

autres, que V(t) est la limite des Vn lorsque n augmente indéfiniment

:

V,., zz lim Vn
/?- OC

Appelons suite de puissance infinie ou suite S, une suite convergente

constituée d'un point p0 de V0, d'un point px de Vx, d'un
point p2 de V2 confondus ou séparés. Les points pni pour
n > N appartiennent tous à VN. Ainsi, VN étant fermé, le point
limite p appartient à VN et cela quel que soit N. Le point limite
d'une suite de puissance infinie appartient donc à V,0.

L'ensemble Vw est constitué d'au moins un point, puisqu'il
existe une suite de puissance infinie.
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L'ensemble V„ est fermé.

En effet, les points de V„ appartiennent à tous les V*; leurs

points d'accumulation aussi, puisque les VN sont fermés. Ces

points d'accumulation appartiennent donc à V,„.

Un point quelconque de V,, possède au moins un antécédent

appartenant à Vw.

En effet, un point p•de Ym appartient à tous les Vn. Gomme tel

il possède un antécédent dans chaque V„_i. On peut extraire de

ces antécédents une suite de puissance infinie p^ dont le point

limite p~\satisfait à la relation

p — M;" (éL") et " 'a '' in'u' P — 1) •

Le conséquent d'un point de V,„ appartient à Y,„.

En effet, ce conséquent appartient à tous les V„+i comme

conséquent d'un point appartenant à tous les Yn. Il appartient

d'ailleurs à V0. De sorte que le conséquent de l'ensemble V,., est

l'ensemble Y,..lui-même,symboliquement: V,„ Y(V,0).

Soit

ZT— 4'iC4'l (Z1 • ' zm) ' ••• ' • ••• • "«J]

la substitution itérée d'ordre deux.

Puis

4») =«.)]

la substitution itérée d'ordre n.

Les fonctions sont holomorphes dans le domaine V0, elles

changent V0 en Vn, elles sont en module bornées par un même

nombre, la plus grande distance à l'origine zx 0 0

d'un point du volume V0

)| < M
| » 1 \ 1 ' ' m' I ^

quels que soient i et n et le point %, zm dans V0.,

Invoquons ici la théorie des suites normales de fonctions

holomorphes d'après laquelle, de toute suite de fonctions
holomorphes et bornées par un même nombre dans un volume, on

peut extraire une suite qui converge uniformément dans tout
ensemble fermé, tel ici V15 constitué par des points intérieurs au
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volume, vers une fonction holomorphe dans le volume lui-même.
Extrayons de la suite une suite qui converge uniformément

vers une fonction puis de la suite correspondante ^ni)
extrayons une suite qui converge uniformément vers une
fonction <p2? • • • puis de la suite *

une suite qui converge
uniformément vers une fonction

Alors les substitutions, en posant \ à la. place de nm :

z'- ^(z) >m)

convergent uniformément dans Yx vers une substitution limite

ZW <I> (3) 2« — O (s ;v f % 11 \ i ' ' m' '

holomorphe dans V0.
Le conséquent d'un point de V0 par <P appartient à V,„.
En effet, les points zW forment une suite de puissance infinie

dont le point limite zW est le conséquent par <E> du point 2.
Le conséquent d'un point de Vt0 par $ appartient à Vw : Ce n'est

qu'un corollaire de la proposition précédente.
Un point quelconque de V,„ possède au moins un antécédent par

<J> dans Vw.

En effet, il en est ainsi par Soif p(~A) une suite d'antécédents

appartenant tous à V,. Elle contient une suite pH) de
puissance infinie tendant vers un point p_1.

On a

— p jjni pi—i) __ p
1-+ + oc

1

D'autre part

s étant donné, pourvu que l soit plus grand qu'un certain nombre
L, et cela quel que soit p{~l) dans V„, en vertu de la convergence
uniforme.

Enfin

i«I'bM,]-<t»(p_1)| <|
pourvu que l soit plus grand qu'un certain nombre L', en vertu
de la continuité de la substitution <]> sur Vw.
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De sorte que l'on a:

si l est supérieur à L et à L'. Mais s est arbitrairement petit,
d'où

<!>(/>_,) p lim
1-+ +OC

La substitution $ transforme donc Vw en V,.,.

Montrons maintenant qu'en vertu de notre lemme il y a une
contradiction dans le fait que $> transforme V0 en un ensemble

Vw intérieur à V0 et Vw en lui-même.
Soit Rx l'ensemble que décrit la variable z1 dans son plan

lorsque le point zx, décrit l'ensemble Vm. Rx est fermé, on
s'en assure aisément, puisque V„, est fermé également.

Soit ax un point de la frontière de Rx: ce point est donc limite
de points du plan z± qui n'appartiennent pas à Rr Soit A un
point de V0> pour lequel zx av A fait évidemment partie de

la frontière de l'ensemble V,.,. Soit enfin A_i un antécédent par
<I> du point A, antécédent qui soit lui aussi dans V,,. A_i(ai_1))
est point intérieur à V0, donc centre d'un domaine cylindrique c :

j Zi — | < p tout entier intérieur à V0 (en effet, il en est
ainsi déjà de tout point de V1? a fortiori de Vw).

On peut supposer que l'origine ait été transportée au point
A_i, alors

' ("l z,n) — «1 + fi (zi'•fl (0 0) 0

Mais en vertu du lemme ci-dessus, si la fonction /! n'est pas
identiquement nulle, — ax balayera le voisinage de l'origine
du plan zv c'est-à-dire que le point z^ balayera le voisinage du
point ax dans le plan zv lorsque le point zx, zm décrira un
domaine cylindrique \z\\ < p. Le point ax serait donc point
intérieur à R1? d'où contradiction.

Il faut donc que l'on ait :

A K ' ' Zrn) — ^ ?i (zi ' ••• ' zm) — a\ •

On raisonnerait de la même manière à propos des autres fonctions

(p2 • • <pm.
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La substitution $ se réduit donc à m constantes et le domaine
V(0 à un seul point. Ce point est invariant, et c'est le seul dans V0,.

car tout autre appartiendrait à V(1).

Il n'existe qu'un point invariant ol

\ — <Mai' ••• - aJ
dans V0.

Le théorème est démontré.

§4. — Critérium de la rapidité de la réduction des ensembles Vn.

Supposons le point invariant à l'origine. Les fonctions ^
convergent uniformément vers 0. Les ensembles V-A convergent
eux aussi vers l'origine, uniformément. Mais puisque tous les
domaines Vn sont emboîtés

\ > V, > V2

les Vn convergent uniformément vers l'origine, et les fonctions

^n) vers zéro.

On voit donc que l'extraction de la suite X était pratiquement
inutile.

Pour un N assez grand, le domaine Vn est tout entier intérieur
à un domaine cylindrique C: \z\ \ < p, intérieur à V0. C est donc

renvoyé lui-même à son intérieur par la substitution ^N).
On a | | < hp, h < 1 et les fonctions

n, eV*. H„)
„.(X) _

sont holomorphes en X dans le cercle |X | ^ 1, car

i(N) (0 0) 0

Pour |X| i,|/i(X)| < hptant que < p de sorte que,
le maximum du module d'une fonction holomorphe étant atteint
sur le contour, on a | /,(/) | < hp pour j X | ^ 1.

D'où

|<]4n,(Xî,, 1z I < A j> | X | pour t I < P et DI ä 1 •
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Si les zi sont tous tels que j Zi |< < 1, on peut poser

Zi kz'L avec < p ;

ainsi

M*»,) - avec ki < •

Mais cela revient à poser X/c 0, 0 1,

kf}(k' ÔOl < Äp 10i

donc ici:

I^Oi ••• Zm) | < hph pour |*.| < k9

Or les 4N) sont précisément dans ce cas, puisque

| Z{®} | < hp h — k

d'où
KN)kN)> ])\<h2p '

d'où encore
I * < h2?

puis en faisant k h2

k3Nl < h3?

Si ô est la racine Nième arithmétique de A, on aura:

*<«> I

On a donc
\zW\ < B 6"

dès que n est assez grand (n > N), B et e représentent deux
nombres positifs dont le second est inférieur à l'unité.

§ 5. — Compléments.
Nous voudrions adjoindre à cette démonstration de l'existence

d'un seul point invariant pour une substitution holomorphe une
autre démonstration de l'existence d'au moins un point invariant
pour une substitution simplement univoque et continue à deux
variables.
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Dans tout ce qui suit le mot cercle signifiera l'ensemble constitué

par une circonférence et son intérieur.
1. Si unetransformation univoet continue sur un cercle

rejette la circonférence sur le cercilexiste au moins un pointinvariant sur le cercle.
Et d'une manière plus générale:
2. Tout champ vectoriel continu sur un cercle contient un vecteur

nul si les vecteurs attachés aux points de la circonférence mordent
le cercle, leur longueur étant indifférente, leur extrémité pouvantêtre hors du cercle.

En d'autres termes:
2'. Une répartition univoque et continue de flèches ou de direction

attachées àchaque point d'un cercle est impossible si les
flèches attachées aux points de la circonférence pénètrent dans le
cercle. Il y aurait au moins un point sans flèche.

Nous démontrerons ces deux propositions simultanément; les
vecteurs joignent bien entendu un point à son conséquent.

Faisons l hypothèse qu'il n'y ait pas de point invariant sur le
cercle.

Plaçons au centre l'origine d'un système (x, y) d'axes
orthogonaux et soit 1 le rayon du cercle.

La transformation augmente l'abscisse du point (—1,0),
diminue celle du point (+ 1,0). Tout arc continu L joignant ces
deux points contiendra donc un point dont l'abscisse ne varie
pas.

Soit E l'ensemble des points d'abscisse invariante, cet ensemble
est fermé à cause de la continuité de la Iransformation.

Appelons points positifs les points d'abscisse invariante dont
l'ordonnée est augmentée par la transformation; points négatifs„
ceux dont l'ordonnée est diminuée.

Notre hypothèse implique que tout point d'abscisse invariante
soit ou bien positif ou bien négatif.

Un point limite de points positifs est positif ne pouvant être
négatif à cause de la continuité de la transformation ; un point-
limite de points négatifs est négatif.

L'ensembleE des points positifs serait fermé, l'ensemble E des
points négatifs le serait aussi.
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Il existe un point positif sur la partie inférieure C (y <; 0) de
la circonférence; un point négatif sur la partie supérieure

(y ^ 0). En effet, chacune est un arc L et un point de E.C ne

peut être que négatif, un point de E.C ne peut être que positif.
Soit p la borne inférieure des distances d'un point positif et

d un point négatif. Le nombre p existe, c'est le minimum absolu
des distances en question, effectivement réalisé par un point
positif et un point négatif. Le nombre p est la distance des deux

•+- —
ensembles E et E.

1° Si p 0, il y a un point qui est à la fois positif et négatif,
c'est absurde;

2° Si p ^ 0, il faut poursuivre notre analyse pour faire apparaître

une nouvelle absurdité.

L ensemble E n'a pas de point commun avec l'ensemble C,
ni E avec C. Soient a la distance de E et de G; <7 la distance de

E et de G. Soit cr le plus petit des trois membres £•>->-> il est
positif. 33

Décrivons des cercles de rayon a centrés en chaque point
positif. Ces cercles recouvrent l'ensemble E. En vertu du
de Borel-Lebesgue, E est recouvert par un nombre fini de ces
cercles. Ne considérons plus qu'un nombre fini de tels cercles
qui recouvrent tous les points positifs.

Répartissons ces cercles en domaines d'un seul tenant en
îéunissant en canton positif les cercles qui se recouvrent
partiellement ou se touchent simplement. Opérons de la même
façon avec les points négatifs

Il n y a au total qu'un nombre fini de cantons.
Un canton positif est à une distance d'un canton négatif au

moins égale à <7. Un canton positif et C, un canton négatif et G
sont à des distances au moins égales à Soit, d'autre part,
t le minimum des distances de deux cantons de même nom;
c est un nombre positif puisque nos cantons sont en nombre
fini et ne se touchent pas, par définition. Soit enfin â le plus-
petit des deux nombres <7 et t.
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Les cantons positifs sont à distance à au moins de C et de
tout autre canton; les cantons négatifs sont à distance $ au
moins de G et de tout autre canton. Il existe donc, dans le cercle
unité, autour de chaque canton, une marge de largeur à qui
l'isole des autres. Cette marge permet de contourner les cantons
A que l'axe des xtoucheou traverse par en haut > 0) s'ils
sont positifs, par en bas s'ils sont négatifs.

Il serait donc possible de tracer un arc qui relie les points
t 1)0) et (+ 1)0), formé d'un nombre fini de segments de l'axe
des x qui franchissent les espaces intercantonaux et d'un nombre
fini d'arcs de cercles parallèles aux contours des cantons A

qu'on évite à une distance -. Cet arc serait rectifiable, sa

longueur pourrait servir de paramètre de représentation.
Puisqu'il évite tous les cantons, il ne saurait posséder un point

d abscisse invariante, ces points étant par construction recouverts

par les cantons; mais il doit, en contenir au moins un
comme tout arc L.

Il y a de nouveau contradiction, il faut rejeter l'hypothèse.
La proposition (1) s'étend au cas d'une aire D dont on puisse

faire la représentation biunivoque et bicontinue sur le cercle
unité, c'est-à-dire à l'image topologique d'un cercle.

3° Si le contour de D est rejeté sur D il existe un point incariant.
En effet, soient Y la transformation donnée et $ une fonction

de représentation de D sur le cercle. Si le contour de l'aire
est rejeté sui l'aire par fi", la circonférence unité sera rejetée
sur le cercle par la transformée univoque et continue F 1

de Y par $. Il existera un point invariant de F sur le cercle.
Mais la transformation F(I» de F par qui n'est autre
que T admettra le point invariant correspondant.

§ 6. — Remarques au sujet du paragraphe précédent.

MM. G. D. Birkhoff et 0. D. Kellog ont incidemment fait
connaître une proposition relative à l'espace à n dimensions
qui est plus générale que notre proposition 1. oi
the American Mathematical Society,V. 23, No. 1, January 1922,
p. 96-115: Invariant Points in Function Space). Mais notre
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démonstration est nouvelle à notre connaissance et elle permet
de démontrer en même temps la proposition 1 et les propositions

2 et 2'. Elle ne fait pas intervenir les poins conséquents
eux-mêmes mais seulement la direction: antécédent —*-
conséquent. C'est M. Bruttin qui a eu l'heureuse idée de notre
démonstration, c'est lui qui a introduit la notion de point
d'abscisse invariante. Il est curieux de constater que nos deux
méthodes1 pour établir la proposition A d'une part, 1, 2 et 3
d'autre part, s^ différentes, diffèrent encore totalement de la
méthode que suivent MM. Birkhoff et Kellog dans l'article
rappelé.

M. Birkofî eut l'obligeance de nous faire remarquer que la
proposition 2 se ramène aisément à la proposition 1. D'autre part,
M. Errera se demandait s'il ne serait pas possible de démontrer
ceci :

4° IIexiste unpoint sans direction sur un si les directions
attachées aux points de la circonférence ne coincident jamais avec
le rayon prolongé.

La réponse est affirmative.
Soient pet© les coordonnées polaires d'un point P du cercle

0 S p A1, 0^9^271. Soit e l'angle de la direction attachée
en P avec le rayon vecteur OP prolongé. L'angle o sera compté
positivement dans le sens des © croissants, négativement dans le
sens contraire — n<; e<:n.Lesvaleurs e — et e®= -f
n'en forment qu'une, ainsi que les valeurs <p 0 et y 2 jt. La
répartition étant continue, e est fonction continue et d'ailleurs
univoque de pet de ®; ee(p,©).

L'hypothèse implique que l'angle e soit différent de zéro sur la
circonférence, il est donc différent de zéro dans une couronne
comprise entre les cercles p1 et p1 — étant
convenablement choisi. Dans cette couronne donnons aux vecteurs la
nouvelle direction

_ « - — I ö I - P - t")
— ü -| - A——_—_£ x signe de 6

La proposition A a ete annoncée à la réunion de Zermatt de la Société Mathé-
ra/ooMe ' ?U1S dfnS, Jes Rendus des Séances de l'Académie des Sciencest. 183, p. 178, seance du 19 juillet 1926. Les propositions 1, .2 et 3 ont été données enSre m6.avec TIN aUX COmpteS 183' p- «43, séance d^ll no

L'Enseignement mjithém., 25e année; 1920.
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en posant, d'autre part,

0' Ö si p < 1 — k*

Cette nouvelle répartition e' o'(p, 9) serait définie, univoque
et continue sur tout le cercle et sur la circonférence on aurait
Kl > 2"* ^*a*s on sa^ (ïue ce*a impliqne contradiction en vertu
de la proposition 2'. Il y a donc un point sans direction e.

** *

Enfin, MM. Vessiot et Montel ont donné un théorème qui
étend la proposition 4 au cas des espaces à n dimensions.

Ces auteurs sont partis de la démonstration de Poincaré-BohI
fondée sur l'indice de Kronecker. On trouvera leur théorème dans
les Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, Séance du 20
décembre 1926, p. 1252, M. Vessiot : Sur les systèmes d*équations et
les transformations continues.

SUR LES COURBES ADMETTANT UN GROUPE
DE TRANSFORMATIONS DE MOEBIUS

PAR

E. Schubarth (Râle).

Par un groupe de Moebius, j'entendrai, dans un domaine de

multiplicité complexe, un groupe continu de transformations de
l'espace euclidien En à n dimensions qui échangent entre elles
les sphères à n — 1 dimensions, à savoir le groupe des homo-
théties et des inversions. Pour n ^ 3, ce sont les seules transformations

qui conservent les angles. Le groupe de Moebius est
simplement isomorphe au groupe des transformations projec-
tives de l'espace En+1 qui conservent en elle-même une qua-
drique ÇP parce qu'on peut établir une correspondance entre les

points de l'espace En et ceux de la quadrique telle qu'à des
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