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PROPRIÉTÉS ARITHMOFOCALES DE LA CUBIQUE
DE WEIERSTRASS

PAR

É. Turrière (Montpellier).

1. — Soit une courbe quelconque (C), plane ou gauche; les

coordonnées (x, y, z) d'un point M de cette courbe sont des

fonctions d'un paramètre u. Soit I un des points de contact des

tangentes isotropes de la courbe (coordonnées de I : x0, y0, z0,

paramètre u0).

Sur la tangente isotrope considérée est pris un point F de

coordonnées xl7 yx, %:

•*'i —— #0 "H ^'*0 > etc.

La distance MF du point courant M de la courbe à ce point
F est une fonction de u définie par l'équation:

MF2 S(x — x0)2 2XSx0{x — x0) j

elle satisfait aux conditions:

MF2 0 -r (MF2) 0
au

pour u uQ. Uéquation MF2 — 0 admet u — u0 comme racine
double.

Si d'autre part MP désigne la distance du même point courant

M à un plan ou une droite issue du point I, l'équation
MP 0 admet u u0 comme racine simple.

/MF\2 '

Le rapport (^-p) est donc, en général, une fonction de la

variable u qui n'admet plus u0 ni comme zéro, ni comme infini.
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En particulier, en géométrie plane, un couple de point F etde droite D issue de I est tout indiqué: le point réel F de la

tangente isotrope et la droite réelle D passant par le point
imaginaire I. Ce couple (F, D) généralise la notion de foyer
pluckerien, pour une courbe quelconque réelle ou imaginaire
algébrique ou transcendante.

2. — Lorsque la courbe (C), plane, est définie au moyen du
paramètre u=J — par des formules x — f(u), <y j'{u),
au moyen d'une fonction f(u) et de sa dérivée, le point I estdonne par l'équation:

la tangente en ce point rencontre l'axe au point d'abscisse:

Si donc ce point sur Ox est pris pour point F, avec la droite
associée D perpendiculaire menée de I sur /„), la fonc-tion considérée prend la forme suivante:

Que l'on particularise alors la fonction /(») en la prenant

et l'on retrouvé par cette voie les propriétés focales des coniques
et autres courbes simples.

3. — Supposons maintenant que la fonction / (u) soit la
fonction elliptique de Weierstrass. Les arguments u0 des
points de contact de tangentes isotropes sont déterminés par
une équation du quatrième degré seulement (il s'agit en effet
de mener des tangentes à la cubique de genre un par un point

x f + f'0 ' / 0

sa limite, lorsque M tend vers I, est 1 + (Ç)
.A 11

' \ / / 0

égale à

f{u) — cos mu ch mu au2 -f 2bu + c
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du plan, situé sur une tangente inflexionnelle : position qui
abaisse de deux unités le degré de l'équation). Cette équation est:

(6J>* - Ä 0 •

Par exemple, l'hypothèse g2—4, g3 16, donne les
solutions p u± i,etles racines

p — 1 ± 1/109 2" ÏT ' P " ± Vl09i

de 1 équation 9jr -f- pu — 3 0. Aux racines réelles
correspondent deux droites D réelles perpendiculaires à l'axe de
symétrie et deux foyers F réels, situés sur cet axe, et d'abscisses
dépendant de l'irrationnelle 1/Ï09. A la racine pu0 p'u0 4i,
P "o lPw0) correspondent le point F réel de coordonnées

V1) et la droite D d'équation y 4x; cette droite
est déterminée par l'origine 0 et l'arithmopoint 4, 16)
de la cubique de Weierstrass. En combinant les signes dans
pu0 ± iet p'u0±4 i,ontrouve cette solution (F, D) et
sa symétrique par rapport à Ox. Pour le rapport

fMFy_ „Jp + d2 + ip' — i)2
\mp)- J

'

il est nécessaire de multiplier les deux termes par (4p + p')2.
Après la suppression du facteur commun (p2^ + l)2, ce rapport
devient :

fMFy__ 17 4p2w I7p„ __

\MP/ 4 — 4)2

A un facteur constant près, cette expression est de la forme
P(w + a), où « est un argument constant.

Au point (4, — 16), symétrique, par rapport à l'axe, du point
'

d'intersection de la cubique de Weierstrass avec la droite D,
cette fonction se présente, il est vrai, sous forme indéterminée.
Mais il est facile de trouver la vraie valeur soit analytiquement,
soit géométriquement.

4. Reprenons l'étude de l'équation du quatrième degré. La
parabole polaire d'un point à l'infini dans la direction de coeffi-
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cient angulaire m,parabole d'équation 2 — Ï2x2 — coupe
la courbe du troisième degré en quatre points autres que le point
d inflexion à l'infini. Soient ïtx, u4 les arguments de ces
quatre points. Tout d'abord leur somme est nulle: à une période
près :

f{l "f" U2 + U3 + "4 — 0

Avec de tels arguments la formule d'addition donne, si u1 ^
pK + «2) (p«, + p«») [^(p«i + p«2) — ij

et dans le cas de duplication d'argument:

P2"> x_2P"' 1

P'2"\ ~ i(V"' ~3'"2P". +T~ 2^) '

En écrivant p(wx + m2) p(u3-f w4), par exemple, on obtient:

P«1 + P«2 + P"3 + P«4 "g"

condition satisfaite identiquement par les racines de l'équation
du quatrième degré: remarque qui permet de vérifier l'égalité
Uj -j- U2 ~j~ Ug -(- u^ =2 0.

Dans le cas étudié dans ce travail, m 1, les formules
deviennent :

p("l + "2) — (p«j + p»2) P(p«! + p«2) + !] («, ^ W2)

p2"' - + t) •

p'2«, ^6p2«, + 3p«, + 1 _

Les arguments —wx, -—u.,. —u3, —w4 définissent alors les
quatre points de contact des tangentes de coefficient angulaire
— i, solutions de l'équation p"u + ip'u 0.

Cela étant, si wx est une solution correspondant à une racine
réelle p wx de l'équation du quatrième degré, celle-ci aura
nécessairement une autre racine réelle pw2; soit u2 l'argument
correspondant. Les tangentes aux points wx et —wx passent respec-
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tivement par chacun des ombilics du plan; elles se coupent en

un point réel Fx de l'axe de symétrie. La droite Dx qui joint ces

points ux et —u± est réelle, perpendiculaire à l'axe. Dans ce

cas, il existe donc deux couples (F-,^), (F2D2) de foyers réels
et directrices réelles. Si les racines pu3 et pu± sont réelles, la
courbe aura donc quatre foyers réels sur l'axe, associés à quatre
directrices réelles et perpendiculaires à l'axe et douze autres
couples imaginaires.

Pour un des ces couples réels correspondant à un argument
u0, la formule générale donnant l'abscisse du foyer F devient
X — $u0 + p"u0. La distance MF se présente sous la forme

MF (j>M- — p"o)2 + 8P"0 + ï] »

c'est-à-dire
/MF\2

\mp)4(p-p2"«) ;

ce rapport s'annule pour u—2u0, point d'intersection de la
tangente isotrope en u0 avec la cubique, pour une raison
évidente géométriquement. Cette formule s'écrit encore

MF2 MP2(4MP + 12p«0 + 1)

1

en mettant en évidence le cas fu0 —pour lequel elle se

réduit à
MF2

_(MPp
1 *

L'équation du quatrième degré admet alors une racine double.

5. — Il a été noté précédemment que le rapport était
une fonction de u n'admettant plus, en général, u u0 ni
comme pôle ni comme zéro. Cela est vrai tant que l'équation
/o + /o 0 n'est pas satisfaite par u— u0l devenue racine
triple de MF 0. Dans le cas des fonctions elliptiques, cette
équation,

p'^ -F pma 0

est vérifiée par fu =; —Si donc u0 est un argument donnant
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cette valeur à la fonction pu,avec ± ip'w0, le rapport
devient simplement:

(MF)2 _ 4
(MP)3 — V

Pour que cette circonstance se produise, il faut que, l'invariant
g2 restant quelconque, l'invariant gs prenne la valeur:

—, W IV i
gs

4 \°2 + 12/ 27.16 '

Alors :

p"o — A ' p'"® 4(è - »*) •

P"° + P""o - •

L'équation du quatrième degré, en outre de cette racine double,
admet deux autres racines dépendant de l'équation du second
degré :

p2" - ï'«r + fenf =0 •

Si donc tdésigne un nombre rationnel quelconque, les expressions

suivantes des invariants

Ä 6'2 + ÏÛ8 6Ï + •

5 • l 1... i
033

9<4 + l8'2-^Ta 9ï, + ôT +18 8.86 — 2 1" 8.27 '

A — 27T»(81T + 1) 3u.ta.T3

où T désigne pour abréger les calculs l'expression T 2
—,81

assurent l'existence de racines simples et rationnelles. Il suffit
de prendre:

P"3 ' + à'P""3h1

et

X, 3i* + + 1 1 + I2p„s |(1 + 91)

pu* - ' + à ' elc-
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pour avoir les solutions u1= u% u3 et w4, avec des arithmo-
foyers et arithmodirectrices.

1
La racine p u0 =— ^ Peut d'ailleurs "devenir triple, avec

T 0; il suffit de prendre t± i. La cubique dégénère alors
en une cubique unicursale.

6. — Application au problème des arithmodistances. — J'ai
autrefois, dans mes publications sur les Notions

géotnétrie1,défini le problème des arithmodistances pour une
courbe (C) unicursale donnée et pour un arithmopoint F donné:
il s'agit de déterminer, par une équation de l'analyse indéterminée,

ceux des arithmopoints M de la courbe (C) qui sont situés
à une distance rationnelle MF du point F.

Les formules ci-dessus vont maintenant permettre de
traiter le cas où la courbe est la cubique de Weierstrass de
genre un. Si, en effet, l'arithmopoint imposé F est un foyer
réel, pris sur l'axe de symétrie Ox, et associé aux tangentes
isotropes aux points d'argument u0 et —u0, le problème des
arithmodistances se réduit à l'étude de l'équation p w — p2n0= Q.
Il paraît à première vue compliqué, et devant conduire à une
équation de Fermât unique mais du sixième degré. En fait,
c'est ainsi que se pose la question en toute rigueur. Mais par
suite de circonstances spéciales et comme conséquence d'une
propriété des fonctions elliptiques, il est possible de donner de
la question une solution très simple, présentant d'autre part une
généralité exceptionnelle pour ce genre de problèmes de l'analyse

indéterminée.
Tout d'abord si e est une racine de l'équation p'ti 0, avec

e 'j) étant une demi-période, la condition pour que la
quantité — 2p u0—— soit égale à e se traduit (après l'élimination
de g3)par une équation entre e et g2, qui est du second degré
ea S2)dont le discriminant est identiquement nul. C'est qu'alors
la solution u0 correspond à l'hypothèse p'2no 0; d'après
l'expression générale de p'2u0, il vient:

- Si — l2p«0 + 6pw0 + - 3e2 — —

1916> P" 107 et 400; XIX* année-
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puis (A étant le discriminant de la fonction elliptique):

°"3 e(e* + Ie + Të)'A~ l(3e + ï)(3e + {) -

avec

« p2«„ - 2p«0 - i
1

Pour e ——, A 0 et la cubique dégénère comme il a été

dit. De même la valeur e—^ conduit à une cubique unicursale

avec g2 3e2, gs e3. Il suffit donc de prendre e arbitrairement11égal à un nombre rationnel quelconque, autre que —^ et —^
pour que les formules ci-dessus définissent une cubique de

genre un, admettant le sommet (x e, y — 0) pour foyer F,
associé à la tangente au sommet comme directrice. La relation
focale devient

Si donc ç désigne l'argument d'un arithmopoint quelconque
de cette cubique, l'expression l/p2c— e est rationnelle et, par
suite, le problème des arithmodistances pour cette cubique de

Weierstrass et pour son sommet-foyer F est résolu en prenant
u égal à tout multiple entier de Vargument 2v.

En outre, comme p u0 est rationnel pour un argument u0 égal
à un quart de période, la constante a de la formule d'addition
d'une demi-période,

[p(<< + w) — e].[pM — el " a 3e2 — ^

est nécessairement le carré d'un nombre rationnel:

Va q= (pw0 - e) ± j(se + ^
Par suite, si pu — p&> est carré parfait, il en est de même de

p(^ + co)—pw, avec ce choix spécial d'invariants. Si M est
alors un arithmopoint de la courbe, solution du problème des

arithmodistances, la droite FM rencontre la courbe en un nou-
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veau point M' également solution du problème. Entre ces deux
solutions existe la relation:

Si u et V sont deux solutions du problème des arithmodistances,
il en est de même de la somme ou de la différence u zt c, comme
conséquence de la formule d'addition mise sous la forme:

® r\ 7/ -r» <>

7. — La formule focale trouvée étant de la forme /(MF, MP) 0
entraîne des conséquences géométriques. Elle permet de
construire géométriquement la normale à la cubique de Weier-
strass, puisqu'elle rentre dans la classe des équations en
coordonnées bipolaires.

A ce propos, la trace de la normale du point u sur l'axe ayant
pour abscisse fu + p"w, parmi les normales issues d'un foyer F
se trouvent les droites isotropes. Les deux autres normales,
issues de F, sont définies par l'équation fu —fu0 —

Si (F, D) et (F D-) représentent deux couples de foyers sur
l'axe et de directrices droites, la relation entre MF et MD
entraîne la relation

Je n'insiste pas sur ces questions relatives aux propriétés
des deux ou quatre foyers réels sur l'axe et de leurs directrices
associées.

Les foyers en dehors de l'axe et les directrices obliques
donnent lieu à des formules analogues, qu'il est possible de déduire
aisément de la théorie des fonctions doublement périodiques et
de leur décomposition en produits de facteurs <7(u — a). Je
reviendrai prochainement sur cette question.

/MF\2 /MF"\2
\MP/ \MP7 const

L'Enseignement mathém., 25= année; 1920. 15
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