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SUR LES HAUTEURS D’UN TRIANGLE

PAR

‘A. StrEIT, Dr Phil. (Berne).

INTRODUCTION.

Nous désignerons par «’, a”, b’y b, ¢, ¢” les segments déter-
minés par les hauteurs d’un triangle sur les cotés respectifs
a, b, c. |

Nous démontrerons d’abord un théoréme relatif au rectangle
construit sur deux hauteurs, d’ot nous déduirons un autre
théoreme concernant le carré construit sur une hauteur. En
utilisant celui-ci, nous obtiendrons une propriété relative a la
somme des carrés construits sur trois segments non consécutifs
et une relation se rapportant au carré construit sur un coté,
En appliquant cette relation, nous aboutirons & diverses pro-
priétés relatives aux hauteurs et 4 la somme des carrés construits
sur les trois cOtés. Enfin, nous établirons des formules nouvelles -
pour la somme et le produit des trois hauateurs.

1, — Rebtangle construit sur deux hauteurs d’un triangle
' queleonque,

De la relation entre les angles «, B,y d’un triangle (fig. 1)

a+@+y:4180°-,

on tire |
a«+ f§ = 180° — v ,
a' a—a a a
cos (a. -+ B) ::—-—cosy::—T :———-——b——: iy
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Mais | |
o _a ¢ _ad 4" __a ¢  ad
i R
En remplacant on a ~
Y al C’ ) a aICI/
cos (@ + f) —:'r‘-“[z—“zr] ’
ou : ' )
. a a’c"
cos (& + B) = cosa cos 3 _[Z— e ] .
|
R’ A-~ 3’ |
'c, 6” o
Cl ﬁ 1’I/ \\\\ ;
P 3 i
9 ) |
% {
h c» ,/ ,I é’
4 / / 7.
IS T 2
I !
I
B| < | A & ¢ |
\\ lbl
\.
1 |
b RN r
I~ z
N i
| AN
L-—.—-.—:.\.:?-.— 5
~ e ="
Fig. 1.
Or |
cos (@ 4 B) = cos« cos B — sina sinf .
Par suite
. . a a'c"’
sina sin 8 = 33
. c
Mais :
’ . hlll ’
smoc_—b—; sm@:—g,

k”/ . h/
be

sina.sinﬁ =
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On a donce -
h" p’ a a’ ¢’ .
be T b be
]l”lll, - ca — C"a’ .

Par permutation circulaire on a

RR" = ab — g1y ,
R'R" = be — b1t , (1)
'R — ca — e al

b3

c’est-a-dire
TrEoREME I. — [e rectangle construit sur deuy hauteurs d’un
triangle quelcongue est égal au rectangle construit sur les deuzx

cotés correspondants, diminué dy rectangle construit sur les pro-
jections de ces cétés Pun sur Uautre.

Remarque. — Ce théoréme est valable quels que soient leg -
angles du triangle.

2. — Carré construit sur une hauteur d’un triangle,

PREMIER cAS. — Triangle acuraneLy (fig. 2).

Fig. 2.

Soit ABC un tﬁangle acutangle. D’aprés la premiére des
formules du groupe (1), nous avons

KR = ab — gy’ .
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Les triangles semblables AA,C et BB,C fournissent la
relation |
h/ . a/l

T

Multiplions membre & membre

aa b aa (b” 4 b’.’.)

h’2 T R e a//2 e e (l”g

X % ’

aal/ [)//

K= (o — a") + 25

Les quadrilateres ABAiB“ BCB,C,, CAC,A, étant Ins-
criptibles, le théoreme des sécantes donne

aa" = bb’ ; bb" = ¢c¢’ ; . c¢" = aa’

Remplagons aa” par bb’ dans A'2, puis appliquons la permu-
tation circulaire

h'? = a'a" 4 bb" , : h? = a'a" 4 ¢c¢’ ,
R'"? = b b" + cc" , ou R = b b 4 oad (2)
B2 = ¢ ¢" A aa” | B2 == " - bb

¢’est-a-dire

TutorkEME II. — Le carré construit sur une hauteur d’un
triangle acutangle est équivalent au rectangle construit sur les
segments qu’elle détermine sur le coté correspondant augmenté du
rectangle construit sur U'un des deux auires cdtés et la projection
du second sur lui. »

SECOND cas. — Triangle obtusangle (« > 90°) (fig. 3).

En appliquant successivement a chacune des formules du
groupe (1) le méme procédé que dans le premier cas et en obser-
vant que a = a’ +a”, b= b'— b", c = ¢" — ¢’, on est conduit
ux résultats ci-dessous | |

a > 90°
h'?

1]

a’ a" — c¢'

— b H" + aa’ , (2/)

_ "
¢ 4+ aa” "% = — ¢'c" + bb .

a'a" — pb" ’ ‘ ; B2
ne ___ . .

R = — 4+ ¢’ ,  ou h'2

hme —

“;s
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Dans le cas d'un triangle obtusangle, le carré construit sur
une hauteur est done équivalent a la différence des deux rec-
tangles en question. | | :

Les relations (2) et (2') peuvent étre exprimées par le théo-
réme unique suivant: ‘ |

TutoriME II'. — Dans un triangle QUELCONQUE, le carré
consiruit sur une hauteur est équivalent au rectangle construit sur
les segments qu'elle détermine sur le coté correspondant augmenté

Fig. 3.

ou diminué du rectangle construit sur un des deux autres cotés
et la projection du second sur lut, suivant que les trois angles
sont aigus ou que angle iraversé par la hauteur est obtus. Le
carré d’une hauteur ne traversant pas Uangle obtus est égal au
second rectangle moins le premier. - S
| Remarque 1. — Si nous convenons d’envisager les segments

a’ = BA,,  a" = A, C; b = CBI , b" = B,A ;

q" = C, B.
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comme positifs quand ils sont dirigés dans le sens AB CA et
négatifs dans le sens contraire ACBA, les formules (2) sont alors
valables dans tous les cas, donc quels que soient les angles du
triangle. On constate d’emblée qu'un segment négaiif est situé

en entier sur le prolongement du cHté correspondant; un seg-

ment qui empiéte seulement sur le prolongement du coté est

positif. |
Remarque 2. — Soit ABG un triangle rectangle en A (fig. 3)

et appliquons-lui le théoreme suivant: | |
Le carré construit sur la hauteur d'un triangle rectangle est équi-
oalent au rectangle construit sur les segments qu'elle détermine

sur U'hypoténuse:
a = 90° , 2 = a'a" .

Supposons que le sommet A se déplace sur la hauteur &', que
les sommets B et G restent fixes et les segments a’ eb a" par

conséquent invariables. -
10 Si A s’éloigne de a, 'angle « diminue, la hauteur A’ augmente
et Pon a, d’aprés les formules (2) concernant le triangle acutangle

a < 90° , B = ada" + bb" .

Le carré construit sur la hauteur A’ a ainsi augmenté du rectangle
bb". . ,

20 Si par contre A se rapproche de a, I’angle « augmente, la
hauteur %’ diminue et U'on a, d’aprés les formules (2) appli-
cables au triangle obtusangle en A

a > 90° W= a’a" — bb"

ot b” doit étre pris en valeur absolue.
Dans ce cas, le carré construit sur la hauteur 2’ a diminué

du rectangle bb". _
D’ailleurs, en faisant tendre « vers 90°, la premiére des for-
mules (2) (ou (2')), ¢’est-a-dire |

K = a'a" +.bb"

devient, puisqi’a la limite 5" = 0,

a = 90°, h'? = d'a" .

S

e e e e e
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Nous pouvons donc envisager la relation %2 = q'q” < pp”
relative & un triangle acutangle ou obtusangle en A, c’est-a-dire

le théoréme II', comme étant la généralisation du théoréme

énoncé ci-dessus et relatif 4 un triangle rectangle.

Si 'on tient compte de la regle des signes des segments, le-

théoréme généralisé — c’est-a-dire le théoréme II' — peut s’énon-
cer comme suit: ‘

Dans un triangle QUELCONQUE, le carré construit sur chaque

hauteur est équivalent a la somme algébrique du rectangle construit
sur les segments qu’elle détermine sur le coté correspondant et du
rectangle construit sur Pun des deux autres cOiés et la projection
du second sur lui, la surface d’un des rectangles devant éire prise
négativement si I'un des segments qui deviennent ses dimensions
est négatif.

3. — Carré construit sur un eoté d’un triangle,

PREMIER cAs. — Triangle acutangle (fig. 4).

Le théoréme II donne

R = a’a” + bb" .
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Mais :
A2 = ¢ — a’?.
Par suite _
2 —a? = ad’a" + bb"
d’ou

I

a’? + a'a" 4 bb" =
= a'(a’ 4 a") ‘—{— bb" .
¢ = aa" + bb" .
Par permutation circulaire on a
@2 == bAl)’ + ce"
- ¢c¢’ + ad"” (3)
aa’ + bb"

ol
()

no

¢’est-a-dire

TutoriME III. — Dans tout triangle ACUTANGLE, le carré
construit sur 'un quelconque des cotés est égal d la somme des
rectangles construits sur chacun des deux autres coiés et la pro-
jection du premier sur lui.

SecoND cas. — Triangle obtusangle (« > 90°) (fig. 4).

En effectuant sur les formules (2') les mémes transformations
que, dans le premier cas, sur les formules (2) et en observant que
a=a +a", b=b—0b", c=c"—c', on est conduit au
résultat suivant

a > 90° ,
a? = bb' 4 ¢
b = — c¢’ + aa" (3)
82 — ga’ - bb* .

Le carré du coté opposé & langle obtus est donc égal & la
somme des rectangles, tandis que le carré d’un coté adjacent est
egal & la différence des deux rectangles dont le plus grand cor-
respond au coté opposé a I’angle obtus:

TutortmE III'. — Dans un triangle OBTUSANGLE, le carré
construit sur un coté est égal a la somme ou & la différence des
rectangles construils sur chacun des deux auires ciés et la projection

du premier sur lui, suivant que ce premier coté est opposé ou adja-
cent a Uangle obtus. |
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Remarque 1. — Si I’on observe la régle des signes des seg-
ments (voir 2, remarque 1), ¢’est-a-dire si ’on considére comme
négatif un segment situé en entier sur le prolongement du coté,
les formules (3) sont alors valables pour un triangle obtusangle

comme pour un triangle acutangle, c’est-a-dire pour un triangle

quelconque. - R )
Remarque 2. — Soit ABC un triangle rectangle en A (fig. 4)
et appliquons-lui le théoréme suivant:
Dans un triangle rectangle, le carré construit sur un cété de
Pangle droit est équivalent au rectangle construit sur Uhypoténuse
entiére et la projection de ce cété sur I hypoténuse :

a = 90° , ¢ = aa’ .

Supposons que le sommet A se déplace sur la hauteur #’,
@ et &’ restant invariables. _ «

10 Si A s’éloigne de a, donc si « diminue et devient par consé-
quent aigu, le carré construit sur le coté (c) augmente du rec-
tangle bb", car on a alors, d’aprés le théoréme III relatif ayu
triangle acutangle,

a < 90° | ¢ = aa’ + bb" .

20 Si par contre A se rapproche de a, donc si « augmente et
devient par conséquent obtus, le carré construit sur le coté ()
diminue du r'/ectang'le bb”, car on a, dans ce cas, d’aprés le théo-
reme III" applicable au triangle obtusangle en A,

a > 90° | ¢ = aa’ — bb" .

D’ailleurs, pour « = 90°, la troisiéme des formules (3)
| ¢? = aa’ + bb" |
devient précisément, b” étant nul,
@ = 90° | o? = pa' .
Le théoreme III, ou plus généralement la relation
| 2 = ad’ + bb"
relative au triangle acutangle ou obtusangle en A, est donc la

GENERALISATION du théoréme ci-dessus relatif au triangle
rectangle. '
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En tenant compte de la régle des signes des segments, le

| ihéoréme généralisé peut s’énoncer comme: suit et il remplace

alors les théorémes III et III:

Dans un triangle QUELCONQUE, le carré construit sur l’un quel-
conque des cdiés est équivalent & la somme algébrique des rectangles
construits sur chacun des deux autres cotés et la projection du

premier sur lut.

4, — Somme des earrés construits sur trois segments
non conséeutifs.

PreEMIER cAs. — Triangle acutangle (fig. 5).

cams 0 anus o amn o auw-o

all
| |
a ;
-CZ/”
| |
i |
e e e e

Fig. 5.

~Les formules (2), sous leur premiére forme, peuvent s’écrire,
en considérant que a =a’' +a’, b=>b"+b", ¢ = ¢ + ¢

k/2 [ / " + bbl’ [ I H + blb" + bl!2

R' = b b" 4 e = b 4 o’ 4 ",

h”l2 — C,C" + aa"‘z C,C” + al n a
d’ou : + ’

(a) h’2 -+. Il"2'+ B2 — (aH2 + e + cnz) + 2.( " a" + b b + ¢’ ¢ n)
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‘Sous leur seconde forme, elles  deviennent
| h? = a'a" 4 ¢! =a'a” + " 4 o2,
R = W b" + qa’ — v + ad'a"  a?
W= e b = ooy g g e

[l

don |
{B) k2 pre + A2 — (a2 - e + ¢?) 2. (a’a” + b + C/C”) .
De () et (8) résulte ‘
' a? 4+ b2 g2 — ;a"? + b2 | o2 (4)

SECOND cas. — Triangle obtusangle (@ > 90°).
Ici, ¢ = g’ 1= a’; b=b"—p"s ¢ ="
Les formules (2'), premiére forme, peuvent done s’écrire
WP = a'a — o = aar — e :
h//2 _— bl bll + CC” —_— bl bl/ — C,C” + (/,”2
A" = — ' L g’ — _ " + a'a” 4 g2 ,
d’otu
(a) h/2 + k'lz + kl//21 — (/l”2 + b'/2 + c'/2) + 2. (a/all —_ b[ l)f/ —_— C'C”) .

Sous leur seconde forme, elles deviennent
W = a’a" — ¢’ = @' q" ' 4 ¢,
W2 = — 00 a0’ = — o g + a

h" = — ¢’ ¢t -+ bb’ — e — b 4 pre ,

Il

d’ou .
(B) W2 W2 b = (a2 e oy 2(a’a’ — 7 p— ey
De (a) et () résulte

a’2 _"_ I)’2v__|_ c’2 — al/2 _I_ b//2 + C1/2 . (4)

On aboutit donc dans les deux cas au méme résultat,
Par suite: ' ‘

TutoriME IV. — Dans un triangle QUELCONQUE, les sommes
des carrés construits sur trois segments non, COIzs.écuti]‘s déterminés
par les hauteurs sur les céiés correspondants sont égales.

CAS PARTICULIER. — Triangle rectangle. o

St o = 90° on a: b’ — b, 0" =0; ¢ =0, ¢" = ¢
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La relation (4) devient
a® 4 bt = a’®

ou |
b2 — ¢t = o't — a’?, (5)
¢est-a-dire | | ,
TaforEME V. — Dans un triangle RECTANGLE, la différence
des carrés consiruits sur les cotés de Pangle droit est égale a la
différence des carres construits sur les segments déterminés sur

Phypoténuse par la hauteur correspondante.

5. — Démonstration des théorémes H, III et IV basée sur
le théoréme de Pythagore généralisé.

En nous basant sur le théoréme de Pythagore généralisé, nous
pouvons démontrer le théoreme II — d’ot nous déduirons le
théoréme I — puis les théorémes 11T et IV. Nous envisagerons
le cas du triangle acutangle.

1o Pour le théoréme II (fig. 2):

Appliqué au coté ¢, le théoreme de Pythagore généralise

donne :
2 = a? + b — 2ad"’ .

Or

2= W4 a?.
En remplacant on a

K2 4 a’t = a® 4 b2 — 2aad"

d’ol :
e = a? — a’? + b? — 2aa"”
2 = (a’ + a'')a — a’? + b — 20a" =
= af(a — ') — ad” + b2 .
Mais
aa’ = bl .
Par suite

B2 = a’a" — bb" + b2 = a’a’ + b(b— V),

%

[l

a’a’ + bb' (= a’a’ + )

Cest la relation du théoréme IT.

b . "
L’Enscignement mathém., 25e année; 1926. 3
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2° Déduction du théoréme I dy théoreme II (fig. 1):

h/2 — 7 o1 o gy cc”’ . ¢’
=aa + o’ = a'la—a") 4 =2 m
- C
Mais
e’ = aa’
: aa’ . ¢’ aa’ " aa’c
2 ’2 _ 2]
k_aa—-a+c_” —c”+ — — a’?
B — aa’. (c" + ¢) 4, __ad’c a2
_ - ¢!’ - c"
Or )
4 al
d’ou, en divisant membre a4 membre

R 1" = ac — a’¢” |

3° Pour le théoréme II1 (fig. 4):
¢ = a® 4 b2 — 244" ,
= a(a + a”’) + b(b" + b') — 2aa" —
= aa’ 4 bb' — aa’ 4+ bh" .

Mais

bb! — ad" .

Par suite | .
¢? = aa’ + bb" (= aa’ + cc’) .

C’est la relation du théoréme III.
4° Pour le théoréme IV (fig. 5):
En appliquant le théoréme de Pythagore généralisé aux trois
cOtés, on obtient successivement :

@ = b2 et gy
b? c? 4+ a? — 2¢¢”

o? a? 4+ b?2 — 2qa”

I

Il

a? + b? 4 2 = 2(a? 4+ 0% ¢?) — 2aa” — 26" — 2a¢" -,
@ 4 b2 4 ¢ = a(2a") + h(26") + ¢(2¢")

ou aussi, puisque aa” = bb’, bb" = cc’, cc” = qa’,

@ B = a(2a’) 4+ b(2) 4 c(2¢’) .
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Ces deux relations s1gn1ﬁent que:

La somme des carrés construits sur les cotés d'un trw,ngle est
égale a la somme des trois rectangles construils sur chaque coié et
le double d'un des segmenis correspondants, les trois Segments
devant étre non consécutifs.

Chacune des deux relations précédentes conduit au theoreme
IV. La seconde peut s’écrire

((’/ + all)2 + ([)' _I__ bl!)2 + (C, + C//)Z —
= 2[(a" + a"Ya’ + (b’ —}— bV b + (¢/ + )e']
d’ou résulte ' |
(@2 4 b'2 4 %) 4 (&% + b2 + %) = 2[a’? + b"2 + ¢'?] .

Par suite
a’”? 4+ b 4 ¢'? = a'"”? + b2 £

ce qui est la relation du théoréeme IV, .
50 Le théoréme V peut se démontrer directement comme su1t
On a

2 ’

et ¢ = aa

6. — Conséquences résultant des formules du groupe (3).

1o Menons les hauteurs A’ et 4" issues des sommets A et B
d’un triangle ABC et prolongeons-les jusqu’a leurs points
d’intersection T et K avec les circonférences décrites sur les
cotes opposés BC et AC comme diameétres. Puis dessinons des
circonférences avec les extrémités A et B du troisitme coté
comme centres et leurs distances & ces points K et T comme
rayons (fig. 6).

Soit M un point d’intersection de celles-ci. D’apres la troi-
sieme des formules (3) on a

¢? = aa’ + bb"
ou ’

mt— 9

= Bl' + AK® = BM® 4 AV’
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Par suite, M est situé sur la circonférence décrite sur AB comme
diamétre. : ‘
En outre, soit X le point d’intersection de cette circonférence
et de la troisiéme hauteur %"’ situé du méme coté de AB que
M. Nous avons
AX? = c¢’ = bb" .

Mais

Done

On en conclut que M est confondu avec X.

Nous sommes donc conduits au théoréme suivant:

TutorEME VI. — Si Uon décrit des circonférences ayant pour
cenires les extrémités d’un coté d’un triangle acutangle et pour
rayons leurs distances aux points d’intersection des hauteurs qui
en partent avec les circonférences décrites sur les cétés opposés
comme diamétres, ces circonférences se coupent aux points d’inter-
section de la troisiéme hauteur et de la circonférence décrite sur le
coté opposé comme diamétre. |

Du théoréme ci-dessus découle le suivant:

TutoriME VII. — Si sur deux cétés d’'un triangle comme
diaméires on décrit des circonférences, elles sont coupées par les
hauteurs correspondantes en quatre points situés sur une circonfé-
rence ayant pour cenire le point d’intersection des deux cités
considérés (fig. 6).

Démonstration. — D’aprés le théoréme qui. precede les cir-
conférences (AK) et (BT) de centres A et B se coupent aux
points d’intersection M et P de la circonférence de.diamétre
AB et de la hauteur correspondante 4", De meéme, les circon-
férences (AK) et (CT) de centres A et C se coupent aux points
d’intersection K et Q de la circonférence de diamétre A C et
de la hauteur correspondonte %”. Les quatre points M, P, K,
Q sont donc bien sur une méme olreonferenee de centre A
(rayon AK).

Premiére remarque. — AP et AM sont des tangentes au
~cercle de rayon BP car AP est perpendwulalre au rayon BP o
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et AM perpendiculaire au rayon BM de ce cercle. De méme,
AK et AQ sont des tangentes au cercle de rayon CK. Méme
remarque concernant les quatre segments respectifs issus de
B et de G: B P, par exemple, est tangent au cercle de rayon’
AP. Les circonférences AK, BP et CT se coupent donc &
angle droit.

Deuziéme remarque. — Les trois circonférences de centres A.
i1 B" C et de rayons AK, BP, CT auxquelles donne lieu le théoi
reme VII ont pour centre radical Porthocentre du triangle.
‘ En effe‘t, du»théoréme VI résulte que les cordes communes
a ces trois circonférences sont les hauteurs du triangle ABC.
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. 20 Mettons les formules (3) sous une autre forme. Considérons
dans ce but un cercle de rayon r; choisissons un point extérieur
quelconque P et joignons-le aux extrémités d’un diameétre quel-
conque A B, puis envisageons le triangle A B P ainsi obtenuj

(fig. 7).
P

4

Fig. 1.

Soit BP = a, PA = b, AB = ¢.
Appliquons le théoréme III au coté AB; on a

c2

aa’ 4+ bb"

{1

: . c? afa —a"’) 4+ b(b — V') ,
d’ou
a? 4 b — 242 = 4p2 |
ou
PAY 4 PR — 202 — 42 (6)

Pour le méme cercle, la valeur du premier membre est cons-
tante, donc indépendante de la position du point extérieur P
et de celle du diamétre AB. .
~ a) En désignant par d la distance du point P supposé fixe
au centre, on a 2 = d* —r? et en portant cette valeur dans la
relation ci-dessus, elle devient Lo | oo

PA’ + PB’ = (r V2)? + (d V§)2= const l,

: ﬁg -4 .l-’—B‘z == P—GPQ -+ FB_’2 == const

(7)

,

¢’est-a-dire (fig. 7:) \




SUR LES HAUTEURS D’UN TRIANGLE 39

TutorEME VIII. — Pour le méme cercle, la somme des carrés
construtts sur les distances d’un point extérieur FIXE aux exirémités
d'un diaméire quelconque est constante et égale & la somme des
carrés inscrits dans le cercle donné et le cercle ayant pour rayon
la distance du point au centre du cercle donné.

b) En supposant d constant (= R), c¢’est-a-dire le point P
mobile sur un cercle concentrique au cercle donné, on obtient
(fig. 8) |

Fig. 8,

PAZ + —P—E2 — (r\/g)2 —(—'.(R VQ)Q — consti ,
ou

(7%)
PA® 4 PB® = P"A” - PB — const

pour tous les points P, P’, ... sur la circonférence R et tous les
diametres AB, A’B’, ... du cercle r; ¢’est-a-dire

TutortmME VIII'. — La somme des carrés construits sur les
distances d’un point quelconque d’un cercle aux extrémités d'un
diametre quelconque d’un cercle intérieur concentrigue est constante
et égale a la somme des carrés inscrits dans les deuzx cercles (fig. 8):

S, + Sy = S 4+ s |

3° Soit ABGC un triangle acutangle. Décrivons une circonfe-
rence sur chaque ¢6té comme diametre et menons
gente du sommet 0pposé; appelons a, b, ¢ les
e les rayons
i, ¢ les longueurs

-lui une tan-
cOtés du triangle,
des circonférences correspondantes et ¢’,
des tangentes en question (fig. 6).

v



40 ' . A. STREIT

D’aprés la relation (6), on a successivement, en envisageant
d’abord le cercle de diamétre AB et le point extérieur C, puis
le cercle de diameétre BC et le point extérieur A, et enfin le
cercle de diametre CA et le point extérieur B:

a? 4 b2 — 2m2 — g2

I

b 4 ¢ — 22 = 4’2 = q? |

4+ a2 — 2 = 42 = |2

d’ou, en additionnant membre & membre
b

0t = (P34 (V) (V3) 8)

ou
S+ 8" 48" =8 +8S,+8,,

¢’est-a-dire

Tutortme IX. — La somme des carrés construits sur les trois
cOtés d’un triangle acutangle est équivalente & la somme des carrés
wnscrits dans les trois cercles ayant pour centres les sommets du
triangle et pour rayons respectifs les tangentes menées de ces
sommets aux circonférences décrites sur les cétés opposés comme
diamétres. :

Or le cercle de centre A et de rayon ¢, par exemple, n’est autre
que le cercle de centre A et de rayon AK. En effet, le triangle
AKC étant inscrit dans une demi-circonférence, I’angle en K

est droit et 1’on a
A_K2 = b .

D’autre part, d’aprés le théoréme des sécantes

2 = bl .

Par suite :
: AK (ou AP) = ¢ .

De méme
BP (ou BT) = ¢ ,

et . ;
CT (ou CK) = " .

C’est donc dans les cercles de centres A, B, C et de rayons res-
pectifs AK, BP, CT que doivent étre inscrits les trois carrés dont
il est question dans le théoréme ci-dessus (AK, par exemple,
désignant la distance du sommet A A I'un des points d’inter-
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section K d’une des hauteurs non correspondantes avec la
circonférence décrite surle coté opposé a celle-ci comme diameétre).

Les cercles de centres A, B, C et de rayons AK, BP et CT
coupent respectivement & angle droit les cercles décrits sur les
cotés opposés a, b, ¢ comme diamétres.

7. — Somme des hauteurs d’un triangle.

a) SEGMENTS SUPERIEURS (fig. 9).

1
o b : - C )
§ 7= = — cos a .
sin y sin y
s' == 2R cos a ,
s = 2R cos B , . (9)
nm ..

s — 2R cosy .

s sl o — 2R[cos a + cos B 4. cos Y] -
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" Des formulesﬁ'

cos a + cos 8 4 cosy = 4sin%singsiﬁ—;¥ —l—"i 5

e X, .. Y- _ . r
SN — sin — sin - — —_

22y TR
résulte
cosa—l—cosﬁ—{—cosy::r_;R. (10)
Par suite | |
s' 4" + " = 2(r + R) , (11)

c¢’est-a-dire | -
TuakorEME X. — La somme des segments supérieurs des hau-

teurs d’un triangle est égale @ la somme des diaméires des cercles
inscrit et circonscrit.

b) SEGMENTS INFERIEURS (fig. 9).

i = BH.cosy = s" cos y =— (2'R cos f3) cosy . -

i” = 2R cos B cosy ,

I = 2R ‘cosy cos a , . (12)

N/

" = 2R cos o cos f§ .

U 4 = 2R[cos a cos -+ cos B cos Y + cosycosa] . (13)

Or la parenthése peut s’exprimer en fonction des rayons
r et R des cercles inscrit et circonscrit au triangle donné et du
rayon r; du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.
D’aprés (10), on a
" r+ R

R

cosa -+ cos3 4 cosy =

d’ou, en élevant au carré,

(cos®a + cos? B + cos?y) + '2[cos‘a cos § + cosf eosy 4 cosy cosa] =

r? 4+ 2rR 4 R?
“RZ. -

De la relation des cosinus , on tire

cos?a 4 cos? B + cos?y =1 — 2 cos @ cosf3 cosy .
Or -

cosa cos f cosy = é% - ' (14)
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En effet (fig. 9), : |
3 Sinv<—%>‘ -

= a"1g (90 — v) ='c.coé{icotg-(;

sin (%) = sin (90 — a) = cos a .

Done
@
r, = ccosf3 colgy cosa = Ty cos 8 cosy cosa
TS QR(cos a cos B cosy) .
d’ou
’ T‘l
cos a cos B cosy = TS
Par suite | .
cos®a + cos?f3 4 cos?y = ; no (15)
Remplacons ci-dessus
Rewr ' . P 24 9 R2
" + 2[cosa cos 8 4 cos 3 cosy -+ cosy cosa] = "+ 2R +

R R?

d’ott on tire

r2 + 2rR 4+ R
- 2R? o

(16)

[cosa cos B 4 cos § cosy 4 cosy cosa] =

En portant cette valeur dans la relation (13), on obtient

. ; . 2 .
i'—}—i”—l—i”/:7'+"1+<r+1ﬁ>' ) ‘ (17)

43

?

L’expression entre parenthéSés.peut s’exprimer en fonction
des rayons r’, r”, r'"’ des cercles inscrits dans les triangles aux
sommets AB,C,, BC 1Ar, CAB,. Ces triangles étant semblables

au trlangle donne ABC, on a

rl

N

— = 1 = cosa .
r a
r == rcosa, ¥ = rcos B ,; = rcosy .
" 4+ " 4+ 1" = r(cos a (_;'OSB -+ cosvy) ,
ou, en vertu de (10) “

2 o
Mo ’,.{” : <'ﬁ+ r) .o - (18)
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La relation (17) devient donc
V" =4 4 - 19)

¢’est-a-dire : :
TaktoriME XI. — La somme des segments inférieurs des hau-

teurs d’un triangle est égale d la somme des rayons des cercles

inscrits dans le triangle donné, le triangle des pieds des hauteurs

et les triangles aux sommets. n
¢) SOMME DES HAUTEURS.
Premiére expression. — En additionnant les relations (11) et

(17) membre & membre, on obtient ‘

2

% (20)

B - B 4 B" = 2R + hr + r, +

relation exprimant la somme des hauteurs en fonction des rayons
des cercles inscrit et circonscrit au triangle donné et du rayon
du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

Deuxiéme expression. — En additionnant les relations (11) et
(19) membre & membre, on obtient pour la somme des hauteurs
R 4+ A" + h" = 2R+ 3r 4+ r, 4+ F "1 (21)

Cette formule exprime la somme des hauteurs d’un triangle en
fonction du rayon du cercle circonscrit et des rayons des cercles
inscrits dans le triangle considéré, le triangle des pieds des hau-
teurs et les triangles aux sommets.

La somme des hauteurs est donc une fonction entiére (trés
simple) de ces différents rayons.

Remarque. — De (9) et (12) résulte

s’.s".s" = 8R3(cos a cos § cos ) ,
et .
i/.0". 1" = 8R3(cos a cos § cos ¥)? .
Mais (14)
cos & €OS 5 COS ¥ — Q’—IR 3
Par suite _
s'.s".s" = r,.D?, ou D = 2R, (22)
¢’ 3.3 = .D , (23)
s'.s.s" " = P DY, (24)

o ’
. " . '.II' slll

s7 s s" T (2R3
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+

8. — Produit des hauteurs,

R R". h" = (b sin ) (csina)(asinf) .
Mais
“abc = 4RS

r . y S
et Sina sin f siny = 2RE -

Done

[

s -

OB R —

Or, en désignant les cotés dy triangle des

pieds des hauteurs
par a,, b

11 ¢ €6 son périmeétre par 4, on trouve facilement

@, = R sin (2a) , b, = Rsin (28) , ¢, = Rsin (2y) .

a + b, 4+ ¢, = R.[sin (2a) 4 sin (2B) + sin (27)] .
sin (2a) 4 sin (2B) -+ sin (2v)

= 4sina sin B siny .

Par suite
“; = R.[4 sina sin g sin y] = 4R.2§{2 '
25
u, = R - (27)
—_—

En tenant compte de Ia formule (27), la relation (26) devient

R R B — §. u, , (28)

¢’est-a-dire

5
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