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SUR LES HAUTEURS D'UN TRIANGLE

PAR

A. Streit, Dr Phil. (Berne).

Introduction.

Nous désignerons par a', a", b", les segments détermines

par les hauteurs d'un triangle sur les côtés respectifs
a, b,c.

Nous démontrerons d'abord un théorème relatif au rectangle
construit sur deux hauteurs, d'où nous déduirons un autre
théorème concernant le carré construit sur une hauteur. En
utilisant celui-ci, nous obtiendrons une propriété relative à la
somme des carrés construits sur trois segments non consécutifs
et une relation se rapportant au carré construit sur un côté.
En appliquant cette relation, nous aboutirons à diverses
propriétés relatives aux hauteurs et à la somme des carrés construits
sur les trois côtés. Enfin, nous établirons des formules nouvelles
pour la somme et le produit des trois hauteurs.

1. — Rectangle construit sur deux hauteurs d'un triangle
quelconque.

De la relation entre les angles «, ß, d'un triangle (fig. 1)

a + ß + r 180°
on tire

a + ß 180° — y

COS (<*.+ ß) _ cos T — —— _ ~ q/ «'
_ f.
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Mais
a' a! c af c' -|- c" a' c' a' c"
b c b c b c b bc

En remplaçant on a

/ _l a' c' Va a'c" 1
cos (a + ß) _ _ — —J

OU

m Va a'c"l
cos (a -f- ß) ~ cos a cos P — y j^r

Or

Par suite

Mais

cos (oc -j— ß) cos a cos ß — sin a sin ß

n a a1 c"
sin a sin ß

b bc

h'"
sin a — ;

b

sin a sin ß

ü
c

h!" .h'
bc
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On a donc
A. STREIT

«
_b behe

h'»h' cfl _ c„a*
Par permutation circulaire on a

h'h" ab — a" //
h"h»> be - 6'V
h'"h' =: ca — c" a'

(1)

c'est-à-dire
Théorème I. _ Z,e rectog/e co/wtrait *Mr

triangle quelconque est égal au rectangle construit sur les deuxcotes correspondants,dimmué du rccftmgfe 6Wjections de ces cotés l'unsur Vautre
'hé°rème « ïa,»W' 1 «** 1-

2. —- Carré construit sur une hauteur d'un triangle.

Premier cas. Triangle acutangle (fig. 2).

K

K

i c'/
y\ / N/ ''\ C/ '

/ ///N ^

\ ' \A>B. \\\S X"S. XS. X\\
—

f\

s ^
af
"fc

Fig. 2.

fJÜüfi ^ Un trfangle acutang^ D'après la première desformules du groupe (1), nous avons
h'h" ab — a" //
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Les triangles semblables AA,C et BB,C fournissent la

relation

h"~ b'

Multiplions membre à membre

un_aa"b a,n— ««"(// + b") ,,2h _ —,a — y a

aa" b"
h'2 a" {a - a") + —.

Les quadrilatères ABA^i, BCB^, CAQAj étant ins-

criptibles, le théorème des sécantes donne

aa" — bbf ; bb" ccf ; cc" aa'

Remplaçons aa" par bb' dans A'2, puis appliquons la permutation

circulaire

|
h'2 a'a" + bb" I h'2 a'a" + cc' f

< /i"2 A'A" + cc" ou | A"2 ////' + äa' (2)

h'"2 c'c" + aa" h'"2 — c'c" + bb'

c'est-à-dire
Théorème II. — Le carré construit sur une hauteur d'un

triangle acutangle est équivalent au rectangle construit sur les

segments qiïelle détermine sur le côté correspondant augmenté du
rectangle construit sur l'un des deux autres côtés et la projection
du second sur lui.

Second cas. — Triangle obtusangle (oc > 90°) (fig. 3).
En appliquant successivement à chacune des formules du

groupe (1) le même procédé que dans le premier cas et en observant

que a ~ a' + a", b b' — b'\ c c" — c', on est conduit
ux résultats ci-dessous

— b'b" + aa' (2')

_ c'c" _|_ w

a > 90°

h!2 — a'a" — bb"

h"2 — b'b" + ce"

h"'2 — c'c" + aa"

h'2 :

A"2

h'"2 :
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Dans le cas d'un triangle obtule carré construit surune hauteur est donc équivalent à la différence des deux rec-

tangles en question.
Les relations (2) et (2') peuvent être exprimées par le théo-

reme unique suivant:
Theorème II'. — Dans un triangle quelconque, le carré

construit sur une hauteur est équivalent au rectangle construit surles segments qu'elle détermine sur le côté correspondant augmenté

ou diminué du rectangle construit sur Vun des deux autres côtés
et la projection du second surl,suivant que les trois angles
sont aigus ou que Vangle traversé par la hauteur est obtus. Le
carre d'une hauteur ne traversant pas l'angle obtus est égal ausecond rectangle moins le premier.

Remarque 1. Si nous convenons d'envisager les segments

«' BA, a"A, C ; CB, b" —B,A :

c' AC, C, B
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comme positifsquand ils sont dirigés dans le sens AB CA et

négatifs dans le sens contraire AGB A, les (2) sont a ors

valables dans tous les cas, donc quels que soient les angles du

triangle. On constate d'emblée qu'un segment négatif est situe

en entier sur le prolongement du côté correspondant; un

segment qui empiète seulement sur le prolongement du côté est

^
Remarque 2. — Soit AB C un triangle rectangle en A (fig. 3)

et appliquons-lui le théorème suivant:

Le carré construit sur la hauteur d'un triangle rectangle est

équivalent au rectangle construit sur les segments qu'elle determine

sur l'hypoténuse :
a90° /t'2 »'«"

Supposons que le sommet A se déplace sur la hauteur que

les sommets B et C restent fixes et les segments a' et a" par

conséquent invariables.
lo Si A s'éloigne de a, l'angle a diminue, la hauteur h' augmente

et l'on a, d'après les formules (2) concernant le triangle acutangle

a < 90° h'2 a'a" + bb" •

Le carré construit sur la hauteur h' a ainsi augmenté du rectangle

bb".

2° Si par contre A se rapproche de a, l'angle <x augmente, la

hauteur h' diminue et l'on a, d'après les formules (2') applicables

au triangle obtusangle en A

a > 90° h'2 z=z ci'a" — bb"

où b" doit être pris en valeur absolue.
Dans ce cas, le carré construit sur la hauteur h' a diminué

du rectangle bb".

D'ailleurs, en faisant tendre a vers 90°, la première des

formules (2) (ou (2')), c'est-à-dire

h'2 =z a'a"± bb"

devient, puisqu'à la limite b" 0,

a 90° h'2 a'a"
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Nous pouvons donc envisager la relation A'2 ±relative à un triangle acutangle ou obtusangle en A, c'est-à-dire
e t éorème II', comme étant la généralisation du théorème

énoncé ci-dessus et relatif à un triangle rectangle.
Si l'on tient compte de la règle des signes des segments, le

theoremegénéralisé — c'est-à-dire le théorème II' — peut s'énon-
cer comme suit:

1

Dans un triangle quelconque, le carré construit sur chaquehauteur est équivalent à la somme algébrique du rectangle construit
sur les segments qu'elle détermine sur le côté correspondant et du
rectangle construit sur l'un des deux autres côtés et la projectiondu second sur lui,lasurface d'un des rectangles devant être prise
négativement si l'un des segments qui deviennent ses dimensions

3. — Carré construit sur un côté d'un triangle.

Premier cas. — Triangle fig. 4).

Le théorème II donne

A'2 a'a" + bb"
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Mais

Par suite

d'où

h>2_ c2 _ a>2
_

c2 _ a'1 a'a" + bb"

c2 a'2 + a'a" + bb" z

zzza'(a' + a") + bb"

c2aa' +

Par permutation circulaire on a

o2 bb' + ce"

b2 — ccJ -{- aa"

c2 aa' + bb"

(3)

c'est-à-dire
Théorème III. — Dans tout triangle acutangle, le carré

construit sur Vun quelconque des côtés est égal à la somme des

rectangles construits sur chacun des deux autres côtés et la
projection du premier sur lui.

Second cas.— Triangle obtusangle (a > 90°) (fig. 4).
En effectuant sur les formules (2') les mêmes transformations

que, dans le premier cas, sur les formules (2) et en observant que
a a' + a", b b' — b", c c" — c', on est conduit au
résultat suivant

a > 90°

a2 bb' + cc"

b2 — cc' -j- aa"

c2 =: aa' — bb"

(39

Le carré du côté opposé à l'angle obtus est donc égal à la
somme des rectangles, tandis que le carré d'un côté adjacent est
égal à la différence des deux rectangles dont le plus grand
correspond au côté opposé à l'angle obtus:

Théorème HT. — Dans un triangle obtusangle, le carré
construit sur un côté est égal à la somme ou à la différence des
rectangles construits sur chacun des deux autres côtés et la projection
du premier sur lui, suivant que ce premier côté est opposé ou adjacent

à Vangle obtus.
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Remarque 1. Si l'on observe la règle des signes des

segments (voir 2, remarque 1), c'est-à-dire si l'on considère comme
négatif un segment situé en entier sur le prolongement du côté,
les formules (3) sont alors valables pour un triangle obtusangle
comme pour un triangle acutangle, c'est-à-dire pour un triangle
quelconque.

5

Remarque 2. Soit ABC un triangle rectangle en A (fig. 4)
et appliquons-lui le théorème suivant:

_

t>a,ls un triangle rectangle,le carré construit sur un côté de
l angle droit est équivalent au rectangle construit sur l'hypoténuse
entière et la projection de ce côté sur l'hypoténuse :

a 90° c2

Supposons que le sommet A se déplace sur la hauteur
a et a' restant invariables.

1° Si A s éloigne de a, donc si « diminue et devient par conséquent

aigu, le carré construit sur le côté (c) augmente du
rectangle bb", car on a alors, d'après le théorème III relatif au
triangle acutangle,

« < 90° c2 aa' +
2° Si par contre A se rapproche de a, donc si a augmente et

devient par conséquent obtus, le carré construit sur le côté (c)
diminue du rectangle bb", car on a, dans ce cas, d'après le théorème

III' applicable au triangle obtusangle en A,
a > 90° c2 aa' — bb"

D'ailleurs, pour « 90°, la troisième des formules (3)

c2 aa' -)- bb"

devient précisément, b" étant nul,

a 90° c2 aa'

Le théorème III, ou plus généralement la relation

c2 aa'

relative au triangle acutangle ou obtusangle en A, est donc la
généralisation du théorème ci-dessus relatif au triangle
rectangle.
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En tenant compte de la règle des signes des segments, le

théorème généralisé peut s'énoncer comme suit et il remplace

alors les théorèmes III et III':
Dans un triangle quelconque, le carré construit sur Vun

quelconque des côtés est équivalent à la somme algébrique des rectangles

construits sur chacun des deux autres côtés et la projection du

premier sur lui.

4. — Somme des carrés construits sur trois segments

non consécutifs.

Premier cas. — Triangle acutangle (fig. 5).

JU-

/

* * X

Vy '

\ /hyC
C"i/i/K'• /

a'
y

a"
CL

I

I I

Fig. 5.

Les formules (2), sous leur première forme, peuvent s'écrire,
en considérant que a a'+ + f- c",

h'2 — a'a"+. bb" a'a" + b'b" + "2

h"2 b'b" + cc" + + c"2

h'"2 — c'c"+ aa"=+ a'a" + a"2
d'où

(a) h'2 + k"2 + h'"2 (a"2 + b"2 + c"2) + 2. (a'a" + b'b" + c'c")
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Sous leur seconde forme, elles deviennent

h'2— a'a"-(- cc'a'a"-f+ c'2
h"2 — b'b"-)- aa'

d'où
h'"2 c'c" + bb'C'C" + b'b" + b'2

(P) h'2+ h"2 + h'"2 (a'2 + b'2+ c«j + 2. (a,a, + ^ + c,^
De («) et (/3) résulte

a'2 + b'2 -f t" — a"2 + b"2 -f c"2 ^
Seconb cas. Triangle obtusangle (a > 90° 1

Ici, a a'+-a"; b b'— è"; c c»_ ^Les formules (2'), première forme, peuvent donc s'écrire
h'2 ~ a'a" — bb" a'«'7 — b'b" -f- b"2

^ 7=2 y b" -f- ce" —z — b' b" — c'c" -f- c"2

d,où
A"'2 ~ C'C" + aa" ~ c'c" + «'«" + a"2

(a) h'2 + h"2+ A'"2 + 0 + 2. (a,a, _ _ ed>) _

Sous leur seconde forme, elles deviennent
h 1 —a' a", — ce' a' a" — c'c* + c'2

h"2 — _ b'b" + aa'— _ b'b" + + a'2 ;
h"'2 - cV' + W - Ce" - A'A" + A'2d ou T '

« + + * <«'* + + «") + !(«'»" _ /,'//' _ tV')
De («) et (<3) résulte

a'2 -f- A'2 4- c'2 a"2 -j- A"2 4- c"2 ^
P?r îuiSf d0nC danS leS deUX Cas au même rés"]tet.
Théorème IV. Dansun triangle quelconque, les sommescarres construits sur trois segments non consécutifs déterminésmr les hauteurs sur les côtés correspondants sont égales.Cas particulier. — Triangle rectangle.
Si « 90°, on a: b' b, b" 0; c' 0, c" c.
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La relation (4) devient

4- IA a"2 + c2

0U
b2 - C2 c"2 — fl/2 (5)

c'est-à-dire
Théorème V. — Dans un triangle rectangle, la difference

des carrés construits sur les côtés de Vangle droit est égale à la

différence des carrés construits sur les segments déterminés sur

l'hypoténuse par la hauteur correspondante.

5# Démonstration des théorèmes II, III et IV basée sur

le théorème de Pythagore généralisé.

En nous basant sur le théorème de Pythagore généralisé, nous

pouvons démontrer le théorème II — d'où nous déduirons le

théorème I — puis les théorèmes III et IV. Nous envisagerons

le cas du triangle acutangle.
1° Pour le théorème II (fig. 2):

Appliqué au côté c, le théorème de Pythagore généralisé

donne
c2 a2 + b2 — 2aa"

Or
c2 JT2 + a'2

En remplaçant on a

/i'2 4. a'i — a2 4- b2 — 2aa"

d'où
h'2 a2 — a'2 + b2 — 2aa"

h/2 (a' 4- a") a — a'2 + b2 — 2 aa"

=Z a'[a. — a') — aa" -f b2

Mais
aa" — bb/

Par suite

h/2 — a' a" — bb' + b2 a'a" 4" b(b — //)
)T2 a'a" 4- />//'(= a'a" + cc')

C'est la relation du théorème II.

L'Enseignement mathém., 25e année; 1926. 3
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2° Déduction du théorèmeIduthéorème II {fig. J);

h" «'«" .+ ce' - +
Mais

ce" aa'

h'2 — aa'— a'2-f aa/^
~Ër~ + ~>

h,2 __ aa\aa'c
c" — « —

Or
W_a/
h"'

d où, en divisant membre à membre

h' W" z=z ne — a' c"

ce qui est la relation du théorème I.
3° Pour le théorème III (flg. 4):

c2 a2 + h2 — 2aa"
c2 a (a' -f a") -f b (b' -f b") — 2aa"

aa' 4" bb' — cl a" -f- bb"
Mais

ht/ aa"
Par suite

c2 z=z aa' -f- bb" [r=r aa' -f- ce')

C est la relation du théorème III.
4° Pour le théorème IV (fig. 5):
En appliquant le théorème de Pythagore généralisé aux trois

cotes, on obtient successivement

a2 b2 +c2—
b2c2 + a2— 2cc"

c2 a2 +2

d'où
a2 + b2+ c2 2 (a2+ b2 + c2) -. 2 ~ Ub" - 2cc"
a2 -f b2 + c2 a(2a")-f- b (2b"+ c(2c").

ou aussi, puisque aa" =* bb', bb" ce', cc"'= aa',a2+ A2.+ C2 a(2a')+ /,(2//) -f c(2c')
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Ces deux relations signifient que:
La somme des carrés construits sur les côtés d'un triangle est

égale à la somme des trois rectangles construits sur chaque côté et

le double d'un des segments correspondants, les trois segments

devant être non consécutifs.
Chacune des deux relations précédentes conduit au théorème

IV. La seconde peut s'écrire

+ a")2 -f (// + b")2 + (c' + c")2 —

— 2 [(«' + a") a' + (// + b")b' + (c' + c") c']
d'où résulte

(fl'2 + f/2 c/2) + |a//2 _|_ ///2 + c//2) — 2[«'2 + />/2 + C/2j

Par suite
fl/2 + //2 _j_ ci% _ a//2 + ///2 _|_ cn2

ce qui est la relation du théorème IV.
5° Le théorème V peut se démontrer directement comme suit :

On a
b2 aan et c2 au'

d'où
b2 — c2 a {a" — cl') — [a" + a') (a» — a')

OU
b2 — c2 — a"2 — a'2

6. — Conséquences résultant des formules du groupe (3),

1° Menons les hauteurs h' et h" issues des sommets A et B
d'un triangle ABC et prolongeons-les jusqu'à leurs points
d'intersection T et K avec les circonférences décrites sur les
côtés opposés BC et AC comme diamètres. Puis dessinons des
circonférences avec les extrémités A et B du troisième côté
comme centres et leurs distances à ces points K et T comme
rayons (fig. 6).

Soit M un point d'intersection de celles-ci. D'après la
troisième des formules (3) on a

c2 — aaf -f- bb"
OU

c2 ÏÏT2 + ÄK2 BM2 + AM2
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Par suite, M est situé sur la circonférence décrite surAB comme

diamètre.
.En outre, soit X le point d'intersection de cette circonférence

et de la troisième hauteur h"' situé du même côté de AB que
M. Nous avons

ÂX2 ccf hb"

Mais
AM2 ÄK2 hb"

Donc
AM AX

On en conclut que M est confondu avec X.
Nous sommes donc conduits au théorème suivant:
Théorème VI. — Si Von décrit des circonférences ayant pour

centres les extrémités d un coté d'un triangle acutangle et pour
rayons leurs distances aux points d'intersection des hauteurs qui
en partent avec les circonférences décrites sur les côtés opposés
comme diamètres, ces circonférences se coupent aux points d'intersection

de la troisième hauteur et de la circonférence décrite sur le
côté opposé comme diamètre.

Du théorème ci-dessus découle le suivant:
Théorème VII. — Si sur deux côtés d'un triangle comme

diamètres on décrit des circonférences, elles sont coupées par les
hauteurs correspondantes en quatre points situés sur une circonférence

ayant pour centre le point d'intersection des deux côtés
considérés (flg. 6).

Démonstration. D'après le theoreme qui précède, les
circonférences (AK) et (BT) de centres A et B se coupent aux
points d'intersection M et P de la circonférence de diamètre
AB et de la hauteur correspondante h'". De même, les
circonférences (AK) et (GT) de centres A et G se coupent aux points
d'intersection K et Q de la circonférence de diamètre AG et
de la hauteur correspondante h". Les quatre points M, P, K,
Q sont donc bien sur une même circonférence de centre A
(rayon AK).

Première remarque. — AP et AM sont des tangentes au
cercle de rayon BP, car AP est perpendiculaire au rayon BP
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et AM perpendiculaire au rayon BM de ce cercle. De même,
AK et AQ sont des tangentes au cercle de rayon CK. Même

remarque concernant les quatre segments respectifs issus de

B et de G: B P, par exemple, est tangent au cercle de rayon
AP. Les circonférences AK, BP et CT se coupent donc à

angle droit.

Fig. 6,

Deuxième remarque. — Les trois circonférences de centres A
6t de ray°ns AK, BP, CT auxquelles donne lieu le théorème

VII ont pour centre radical l'orthocentre du triangle.
effet, du théorème VI résulte que les cordes communesa ces trois circonférences sont les hauteurs du triangle ABC.
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2° Mettons les formules (3) sous une autre forme. Considérons

dans ce but un cercle de rayon r; choisissons un point extérieur
quelconque P et joignons-le aux extrémités d'un diamètre
quelconque AB, puis envisageons le triangle AB P ainsi obtenu
(fig- 7).

Soit BP a, PA b,ABc.
Appliquons le théorème III au côté AB; on a

c2 aa' -f- bb"
c2 a (a — a") + l>(l> —

d où
a2 -f- b2 — 2t2 — 4r2

OU

PÄ2 -+ PB2 — 2<2 4r2 (6)

Pour le même cercle, la valeur du premier membre est
constante, d,onc indépendante de la position du point extérieur P
et de celle du diamètre AB.

a) En désignant par dla distance du point P supposé fixe
au centre, on a t* d2— r2 et en portant cette valeur dans la
relation ci-dessus, elle devient

j PÂ' + ÏÏB2 - (rV2)a 4- (rfV2)2 const
1 PÂ2 + PB2 PA78 + PB'2 const t

(7)

c'est-à-dire (fig. 7)
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Théorème VIII. — Pour le même cercle, la somme des carrés
construits sur les distances d'un point extérieur fixe aux extrémités
d'un diamètre quelconque est constante et égale à la somme des
carrés inscrits dans le cercle donné et le cercle ayant pour rayon
la distance du point au centre du cercle donné.

b)En supposant dconstant R), c'est-à-dire le point P
mobile sur un cercle concentrique au cercle donné, on obtient
(fig- 8)

I PA2 + PB2 (,y2)2 + (R V"2)2 const
OU /

PÀ2 + PB2 FÂ72 + PB'2 const
<7

pour tous les points P, P', sur la circonférence R et tous les
diamètres AB, A'B', du cercle r; c'est-à-dire

Théorème VIII La somme des carrés construits sur les
istances d un point quelconque d'un cercle aux extrémités d'undametre quelconque d'un cercle intérieur concentrique est constanteet égalé a la somme des carrés inscrits dans les deux cercles (fig. 8):

S, + S2 S' + S"

renepS«0lt Un tnangIe acutangle. Décrivons une circonfé-
rnt 2, °Ôté C°mme diamètre et men°ns-lui une tan-g nte du sommet opposé; appelons a, b, c les côtés du triangle,

J,, rayons des circonférences correspondantes et
' 168 Jongueurs des tangentes en question (fig. 6).



40 STREIT
D après la relation (6), on a successivement, en envisageant

d'abord le cercle de diamètre AB et le point extérieur C, puis
le cercle de diamètre BC et le point extérieur A, et enfin le
cercle de diamètre CA et le point extérieur B :

«2 + b2 __ 2= 4/.///2 __ c2
#

/,2 + c2 __ 2/'2 _ 4/./2 _ a2
f

c-2 4- «2 _ 21"2 4r"2 62

d'où, en additionnant membre à membre

q2 + b2 + c2 _ (r y 2)2 + (*" V2)2 + V2)2 (8)

ou
s' + S" + S'" S, H- S2 + S8

c'est-à-dire
Théorème IX. — La somme des carrés construits sur les trois

côtés d un triangle acutangle est équivalente à la somme des carrés
inscrits dans les trois cercles ayant pour centres les sommets du
triangle et pour rayons respectifs les tangentes menées de ces
sommets aux circonférences décrites sur les côtés opposés comme
diamètres.

Or le cercle de centre A et de rayon t\ par exemple, n'est autre
que le cercle de centre A et de rayon AK. En effet, le triangle
AKC étant inscrit dans une demi-circonférence, l'angle en K
est droit et l'on a

ÄK2 bh"

D'autre part, d'après le théorème des sécantes

t* bh"
Par suite

AK (ou AP) t'
De même

BP (ou BT) t"
et

CT (ou CK) tm

C'est donc dans les cercles de centres A, B, C et de rayons
respectifs AK, BP, CT que doivent être inscrits les trois carrés dont
il est question dans le théorème ci-dessus (AK, par exemple,
désignant la distance du sommet A à l'un des points d'inter-
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section K d'une des hauteurs non correspondantes avec la
circonférence décrite sur le côté opposé à celle-ci comme diamètre).

Les cercles de centres A, B, C et de rayons ÂK, BP et GT

coupent respectivement à angle droit les cercles décrits sur les

côtés opposés a, ô, c comme diamètres.

7. — Somme des hauteurs d'un triangle.

a) Segments supérieurs (fig. 9).

Fig. 9.

h" c
—— — cos a
sin y sin y

s'— 2R cos a

s" 2R cos ß

s"'=2R cosT

s' + s" + 2R[cos a + cos ß -(- cosy] •

(9)
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Des formules

cos a -f- cos ß -j- COS y =r 4 sin ~ sin sin T -{- 1

a 2 2 r

résulte

(10)

Par suite
s' + s" + s'" 2 (r + R) (11)

c'est-à-dire
Théorème X. La somme des segments supérieurs des

hauteurs d'un triangle est égale à la somme des diamètres des cercles
inscrit et circonscrit,

b) Segments inférieurs (fig. 9).

Or la parenthèse peut s'exprimer en fonction des rayons
r et R des cercles inscrit et circonscrit au triangle donné et du
rayon rx du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.
D'après (10), on a

d'où, en élevant au carré,

(cos2 a -f- cos2 ß- 4- COS2 y) -f 2[cos a cos ß -f- cos ß cos y + cos y cos a]

__
r2 + 2rR +. R2

R2: *

De la relation des cosinus on tire

cos2 a -f- cos2 ß -j- cos2 y =-1 — 2 cos a cos ß cos y

i' BH.cosy s" cosy (2R cos ß) cosy

i7 ~ 2R cos ß cos y

i" m 2 R cos y cos a (12)
im 2R cos a cos ß

*' + 2R[cos a cos ß + cos ß cos y + cos y cos a] (13)

Or

cos a cos ß cos y —2R (14)
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En effet (fig. 9),

43

7Y l 81D-(

Donc-

ï — a' lg (90 — y) — c • cos ß cotg y

sin — sin (90 — a) cos a

r, c cos ß cotg y cos a — cos ß cos y cos ai » sll] y

r1 — 2R(cos a cos ß cos y) -

d'où

Par suite

cos a cös p cos y rr ^
cos2 a -R cos2 p -R cos2 y

Remplaçons ci-dessus

_ R
(15)

R - ?* r2 -|- 2rR -R R2
-——- -R 2 [cos a cos p -f- cos ß cos y -|- cos y cos a] — - R2

d'où l'on tire

[cos a cos ß -R cos ß cos y -R cos y cos a] _ r2 -R 2rR -R R
— Tr2 (16)

En portant cette valeur dans la relation (13), on obtient

i'+ i"+ i'" r+ /, + (/• + E) (17)

L'expression entre parenthèses. peut s'exprimer en fonction
des rayons r', r", r'" des cercles inscrits dans les triangles aux
sommets AB, C,, BG, A,, CA, B,. Ces triangles étant semblables
au triangle donné ABC, on a

r a
— — — =: cos a
r a

r' r: rcosa r" — r cos p / r'" — r cos y

r' -R r" -j- r"' z=z r(cos a R- cos p -R cosy)

ou, en vertu de (10)

r' -R + - (18)
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La relation (17) devient donc

ï + i" 4- im r + rt +V + v" + /•'" ;19)

c'est-à-dire
Théorème XI. — La somme des segments inférieurs des

hauteurs d'un triangle est égale à la somme des rayons des cercles

inscrits dans le triangle donné, le triangle des pieds des hauteurs
et les triangles aux sommets.

c) Somme des hauteurs.
Première expression. — En additionnant les relations (11) et

(17) membre à membre, on obtient

h' + h" + h'" 2R + 4r + r, + jr (20)

relation exprimant la somme des hauteurs en fonction des rayons
des cercles inscrit et circonscrit au triangle donné et du rayon
du cercle inscrit dans le triangle des pieds des hauteurs.

Deuxième expression. — En additionnant les relations (11) et
(19) membre à membre, on obtient pour la somme des hauteurs

h' 4- h" 4- h!" 2R 4 3r + r, 4- r' + r" 4- r'" (21)

Cette formule exprime la somme des hauteurs d'un triangle en
fonction du rayon du cercle circonscrit et des rayons des cercles

inscrits dans le triangle considéré, le triangle des pieds des

hauteurs et les triangles aux sommets.
La somme des hauteurs est donc une fonction entière (très

simple) de ces différents rayons.
Remarque. — De (9) et ^12) résulte

s'. s".sm — 8R3(cos a cos ß cos y)

et
ir. i". im 8R3 (cos a cos ß cos y)2

Mais (14)
o rîcos a cos ß cos y ^

Par suite
s', s", s'" r1. D2 où D 2R (22)

i'.i".ï"r\ D (23)

s'. s". s'". i'. i". i'" —r* D* (24)
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Mais

8. — Produit des hauteurs.

h' .h" .h"' z=z {b sin y) (c sin a) [a sin ß)

et sin a sin ß sin y —r 2R2 •

Donc

v. v. h»'
(26)

Or, en désignant les côtés du triangle des pieds des hauteurs
par at, bt, c,et son périmètre par m, on trouve facilement

«t Rsin(2a, *1 Rsin(,ß)) 6. =Hsiu(2T).
a1 + b1+o1=R [sin (2 a) + sin (2ß) + sin (2y)]

sm (2a) + sin (2ß) + sin (2y) 4 sin a sin ß sin

Par suite

z=. R [4 sin a sin ß sin yl =zz 4 R
^

2R2

2S
Ul R (27)

En tenant compte de la formule (27), la relation (26) devient

r

h 'h" 'h"' S-"i * (28)
c est-à-dire

Le produit des hauteurs d'un triansle est éveil t i

TZtnU"""Ue fr iedeiu,nansle
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