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196 E. TURRIERE

On peut donc écrire la formule suivante, analogue a celle
d’HALPHEN:

n—-1 n--1 ]
2 baret x] D 2 \ 2 barctg x
e 8 = P, (x* + 1) e £

[+ )2

dn
dxll

1

P, étant un polynome en b défini par les équations (9). On en
déduit, en particulier, la formule

2n—1 2n4-1

)

2n —
(@ 1) 2 = (@41 ? [1.3. (20 —1)]2.

d%’.')"

Signalons enfin la relation de récurrence

(n—a)(n —2a + NI, = n(n+ 1 — a)[4(n — a)® + b2]I1,,_,
+ (2n — 2a + 1) [2(n — a) (n+1—a)x — ab]ll, ;

comme la relation (6), cette relation n’est valahle que si a et b
sont supposés indépendants de .

SOLUTION D’UN PROBLEME DE DIOPHANTE

PAR

E. Turrikre (Montpellier).

Ce travail concerne I’équation de DioPHANTE,
x4+y4+z4:u2,

en nombres indéterminés, et les formules elliptiques, avec les
notations de WEIERSTRASS, permettant d’en obtenir des
solutions dépendant de paramétres arbitraires. Il fait suite aux
divers articles sur Parithmogéométrie publiés dans I’Enseigne-
ment mathématique de 1915 & 1919 (. XVII, p. 315; XVIII, p. 81;
p. 397; XIX, p. 159; p. 233; XX, p. 161 et p. 245). Il se rattache
a un mémoire sur les équations indéterminées de Fermat du
" Bulletin de la Société mathématique de France (sous presse).
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LE PROBLEME DE DIOPHANTE.

1. L’objet de la trente-deuxiéme proposition du Ve livre de
IArithmétique de Diophante d’Alexandrie est de trouver trois
bicarrés dont la somme soit un carré parfait. 1l s’agit donc de
résoudre en nombre rationnels I’équation indéterminée:

at oyt + 2t =10,

(la résolution en entiers en découlant). L’exemple donné par
DiopHANTE est celui des nombres’ -

[}
e

— )
X == == y-._._O,

Quelques réflexions viennent a l’esprit, & I’énoncé méme de
cette question vraiment inattendue dans cet ouvrage. DIOPHANTE
vient de traiter, en effet, (Ve livre, problémes 18 et 19) le cas de
I’équation

' a4yt 4P — 3 = U2 ;

mais i passe sous silence les équations:

xi + y4 — U? ,
ot — y4 — 2 )
x3 _l_ 'y3 — 'U2 )

2% 4y 23 = U2

/

les deux premieéres sont impossibles; la troisieme et la quatrieme
sont possibles. C’est I’observation consignée par FErmMAT A&
propos du probléme V, 32: « Cur autem non quaerat duo qua-
«dratoquadratos quorum summa sit quadratus ? Sane haec
«questio est impossibilis, ut nostra demonstrandi methodus
«potest haud dubie expedire ». : |

Ainsi done, alors que la moindre allusion ne se trouve faite
4 des équations plus simples de forme, DioPHANTE souléve brus-
quement la question de la remarquable équation

xt 4+ yt 2t = U2,

et son analyse méme, si elle ne fournit pas la solution générale,
a le double mérite et d’une certaine géneralité et d’une profonde
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signification arithmogéométrique. La méthode du mathéma-
ticien d’Alexandrie est extrémement curieuse; elle consiste &
prendre y et z égaux aux cathétes d’un arlthmotrlangle pytha-
gorique quelconque, puis & poser

3

Vot T | |

en d’autres termes, puisque la relation précédente n’est autre
que celle,
1

2 ’

1
x2 T ;’" +

3]

qui relie la hauteur relative & hypoténuse aux deux cotés de
langle droit, la solution donnée par DIOPHANTE est constituée
par les trois hauteurs d’un arithmotriangle pythagorique quel-
conque.

Cette solution dépend non seulement du parametre d’intérét
secondaire de similitude, mais aussi du paramétre caractéristique
de la forme méme du triangle. En introduisant la représentation
anthmotngonometmque (c’est-a-dire en prenant pour para-

meétre I'angle 9 tel que tang%O soit un nombre rationnel et

arbitraire), & un facteur pres de similitude, cette solution s’écrit
sous la forme suivante:

Yy = sinf , 3 == cosf ,
x:isiuQO, U:‘l-——-sin“)coszﬂ::l—yz_i_;z,
comme cela résulte de l'identité:
sin? 0 4 cos*0 + sin*6 cos*0 = (1 — sin20 cos? 0)2
C’est ainsi qu’apres I solution
r =12 , y = 15, g == 20 , U = 481 ,

de DiopmANTE, il est possible de former toute une série de
solutions relativement simples respectivement attachées aux
triangles pythagoriques, par exemple:

x = 60 , Yy = 65 , z = 156 ,
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2. Pour résoudre ce probléme, une méthode simple consiste
a le rattacher aux équations de Fermat:

X=axt*+a=1[].

Partons, en effet, d’une solution connue: elle est, par exemple,
une de celles fournies par la considération des triangles pytha-
goriques. Cest ainsi qu’en prenant pour « la valeur

a = 12* + 20* = 29,353 |

Péquation ci-dessus est vérifiée par z =15, VX = 481. La
solution générale de cette équation indéterminée de Fermat est

1
. 1 J)'“ _ P2u—}——[;a
1:57, VX=~“7___ ’
P P
p,z — 4P3u — 8Pl — 83 . g = a , g = 0

la cubique normale est harmonique. En outre, d’aprés la for-
mation méme de I’équation considérée, g, est positif mais non
carre parfait (puisque la somme de deux bicarrés n’est jamais
égale & un carré). I’équation p'u =0 a donc ses trois racines
réelles; mais seule la racine ¢, — Po, =0 (u = w,) est ration-
nelle, ce qui écarte pour I’application arithmétique, un certain
nombre de formules utiles de la théorie des fonctions de Weier-
strass. De toute racine connue, on déduira immeédiatement
U+ w,, 2u, 3u, etc... par des formules auxquelles le caractére
harmonique de la cubique normale apporte des simplifications
appréciables pour la rapidité des calculs. Le théoreme d’addition
permettra ensuite, deux solutions quelconques u et ¢ étant -
acquises, de former de nouvelles solutions u =+ ¢, ete...:

: " 82
P(“ -+ @) — — pu .
2

1
p2e + n 8‘2]
}]’u ’

2Vp2u 1 \2 |
J)’Z((, _—_" T&-[(qu -+ 282) — 25’,}]2u] .

| -

P?u —
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La solution primitive pu est déterminée au moyen de la solu-
tion considérée du probléme de DiopanTE. Les formules de
correspondance,

P'u
20 =— *— | iU:g{'2-—-2Pu,
pu
donnent:
1.
Cpu = —2—(12i U) , p’u = 29:.Pu ,

d’ou deux valeurs distinctes de pu; leur produit est identique-

1

ment égal & — - g,: la somme ou la différence des arguments

est donc égale & la demi-période réelle w,. En fait, aux périodes
pres, sont connues initialement quatre solutions, correspondant
a quatre points de la cubique. L’un des arguments étant u,
les autres sont —u, u + w, et w, — u.

Dans le cas g, = 29.353, g; = 0, la connaissance de =z = 15,
U = 481, donne donc:

pre = 3563 , -P’u —= — 10590 , p”u = 2.353.931 ,
p(u + w,) == — 128 , p’(u + w,) = 3-840 , p"(u + w,) = 2%.31 ,
9y — 481\2 o _ 481 > 130111
p2e = =0 ) P 2u = 57 43 53
29,32,52 353 ‘

p(?u + wy) = — ATE ;

d’out la nouvelle solution du probléeme de Diophante:

130-111 ‘
xr = m ' Yy = 12 5 z — 20 .
3. — La connaissance d’une solution quelconque (z, y, z)

du probleme de Diophante permet de lui associer trois équations
de Weierstrass distinctes, chacune de celles-c1 ayant une solu-

tion connue; a la solution méme de DioPHANTE sont ainsi

associées les trois équations avec g; = 0 et les valeurs respec-
tives de g, suivantes:

gy = 29.353 , xr = 15 , , ‘ (I)
‘ gs = 3%.881 x = 20, - {II)
g = 54387,  x=12. (111)

P
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Dans le cas de Péquation II, les valeurs x = 20, U = 81.881

conduisent a
81

pr=—5 P’u = — 20.81 ,
881 ‘
P(u + w,) = - p’(u + w,) = 20.881 ,
0y — (481 g, — 481 > 88:639
Pt =\%0) > P= AR '
d’on la solution:
88-639 ‘ .
= 30781 ’ y =12 , z = 15,
Enfin dans. le IIIe cas,
g, — 5* x 337 , gy, = B,
la solution primitive sera
pu = 9? , P’u = 12 > 625 , P”u = 625 x 769
337 ‘ . -
P(n + wy) = — 5 p’(u—[—w2) = 12 < 337 , p”(u + w,) = 337 >< 193
d’ott:
5, — [18 377
P ="
FormMULES POUR g, =1—2r2 g, =0.
4. — Soit une équation définissant, d’une maniére plus géné-

rale, une fonction de Weierstrass avec les invariants g, = 1 — 272,

8s = 0; 7 est un paramétre rationnel et quelconque. Quelle que

soit la valeur de ce paramétre r, I’équation: cubique admet
les solutions:

P(u + w,) = r? — 7 P’(u + wy) = (22— 1) ;

rz2 — 1\2 r2 — 1
PQu = < o ) , p’?u == % (r* + 2r7 — 1) ;

. 2902 __ | 9p2
P(Zu + w,) = '(—52’:7)2—) , p'(2”+ﬁ°2):i’( + 22 —-1)__~’_: .

L’Enseignement mathém., 25¢ année; 1926.
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En prenant maintenant r de la forme spéciale r = sin 6 cos ¢
(avec tangéa rationnel), 'invariant g, est précisément égal &
sinfe -+ cost6 et les formules précédentes s’appliquent au
premier cas qui se pose dans ’étude générale du probléme de
Diophante, sous le point de vue méine qui a été exposé sur des
exemples numériques. |
9
contient la solution d’un probléme célébre. Ce cas ne rentre
pas dans celui des équations associées au probléme de Dio-
PHANTE, car la relation 2 sins cos ¢ = 1 exprime que Daire de
Parithmotriangle pythagorique est carré parfait, ce qui est

Ce méme type d’équation, mais avec I’hypothése r — .

impossible (FErmaT). Mais alors I’équation avec gs :% 3 =0,

n’est autre que celle des triangles pythagoriques dont U hypoténuse
est carré parfait, ainsi que la somme ou la différence des cétés de
Pangle droit et des diverses équations indéterminées qui ont
eté rattachées par EULER, LAGRANGE, etc., & ce probléme (voir
Les orvgines d’un probléme inédit de E. Torricelli, dans I’ Enseigne-
ment mathématique de juin 1919, t. XX, p. 245-268) 1,

ForMULES PoUR g, = 2(88 + 614+ 1), g5 = O.

5. — Un second cas & traiter est celui ou g, est égal a
8y = sin®f 4 sin*6 cos ou cos*f -4 sint cos 46 ;
par une transformation immeédiate, il est réductible a
‘ g, = 1 + cos*f ou 1 4 sin*§ .

Nous prendrons:
S =1 — P+ (1 4+ )% = 208+ 604 + 1) ,
: o 1
t est un nombre rationnel arbitraire; t = tang 5 6. Les fonc-

tions pu et p’'u ont été multipliées par les facteurs

t+er 0 +oe

AT 813

1 Je profite de I’occasion pour signaler que, sur la méme question et en méme temps
que mon travail, paraissait un mémoire de M. Michele CiporLLA: I triangoli di Fermat
e un problema di Torricelli, dans les Atti dell’ Accademio Gioenia di scienze naturali in
Catania, V™me série, vol. XI, mémoire XI, 1° maggio 1919.
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Si -donc nous posons toujours

P’2u — épzt(P2zt — &)

avec la valeur spécifiée ci-dessus de l'invariant g, en fonction
entiere de t4, les formules de correspondance avec le probleme
‘de DiorHANTE sont maintenant:

p’u
—t U:x?——QJ)u,

plt

y:’l—tz,

X
=14 .

Parmi les solutions, celle de DIoPHANTE est

iU e ol B R

442

X = a;

La solution correspondante de I’équation de la fonction de

WEIERSTRASS est:

pu = — 22, P’u = = 2(*—1) ,
g g, (1 + 22
p(u + w,) = §t2'~’ , p’(u + 0,) = + 22 o ) ,
8 4+ 14t 1

84 14t 1 '
P’Qu - T 32—;(14 —-{1-,3 (t1¢ — 36412 — 18612 — 36¢* + 1) ;

a remarquer la présence du facteur octaédrique 8 - 1414 + 1.
Pour ¢ = 2, ces formules donnent g, = 706 = 2 X 353,

A}]u:——S, P’u:GO,

) 481\2 130 111 >< 481
9,y 1Yy, — -
p=t (’120) ’ P =2 28 .3%.58

Lot 1 luti 130111 : o
ou la solution T = 55535 781> y =3, z=>5 antérieurement

donnée.

SUR CERTAINS TRIANGLES ARITHMOGEOMETRIQUES.

6. — La question précédente pose la recherche des triangles
tels que la somme des quatriémes puissances de deux de leurs cétés
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et de la hauteur issue du sommet qu’ils définissent soit un carré
parfait. ’ ' |

Tout arithmotriangle pythagorique est de cette nature. Il en
est de méme de tout arithmotriangle héronien tel que les deux
bissectrices intérieure et extérieure issues d’'un méme sommet

z
2
se construisent simplement au moyen des triangles rectangles.
Ils peuvent étre arithmogéométriquement représentés par les
formules: |

sotent égales. Ces triangles, définis par la condition C — B =

T

A:E-——QO, a = cos 20 ,

B—¢, b = sinf ,
W -

C:—2~—|~—20, ¢ — cosf .

2R = 1, S:§Sll]/t6;

de méme que pour les triangles pythagoriques, cette surface S
ne saurait étre mesurée par un nombre carré parfait. Les deux
bissectrices des angles en A ont pour longueur commune VT sin, 26.
Les bissectrices intérieure et extérieure issues du sommet B

ont pour longueurs respectives

cos 6.cos 20 . cos 6.cos 20
" )

. ’

cos 5 sin 56

| A . . 1 ,
elles peuvent étre mesurées rationnellement (pour tang -6 ra-

tionnel). En aucun cas, il ne peut en étre de méme des bissectrices
égales issues de A ni de celles des angles en C.

La solution du probléme arithmogéométrique posé est difficile;
mais son étude met en évidence une équation intéressante. En
exprimant que b 4 ¢ -+ hg = [], on obtient en effet Péqua-
tion de Fermat:

p .Acos2A2 - 1 — o2
x+2sin2Ax + 4d.cotgA.x + 1 = 4% .

ou encore )
(x® — 1) + 2x cotg A (x cotg A + 2) = ¢ ,
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ol z = % Cette équation admet les solutions évidentes
L %

2 cotg A 1
a
1

cotg A (cotg?A — 2) ,

xr =0, o — 2tang A | 2 cotg?A

quelle que soit la valeur rationnelle de tang A. En outre elle est

satisfaite identiquement pour A :%' (c’est le cas des triangles

rectangles); pour B — C = '23, P == ~£— cotg A est solution (triangle

-

a bissectrices égales, issues de A).
En posant cotg A = 5, équation devient

Yy = (2 — 1)? 4 2vya(yx + 2) ;

elle permet d’étudier les triangles jouissant de la propriété
indiquée que i + kg est le carré d’un nombre rationnel,
pour des valeurs rationnelles de %‘—’ et de tang A. Les formules

de réduction aux fonctions elliptiques sont:

x:i}u j:y:P(u—}—v)—-—PlL:x?—{—S——'ZPu,

Q'Pu—})" ’
1
N = (2
b= 1)
9 N2 1 1 2y?
% =14 33 ==+ a>0,
1

S =~ +2WB+F) = -5 =3y 42084 8) <0,
A== (" =2y Uy 1 16) <0

¢ étant un argument constant défini par les équations concor-
dantes:

o) / I’ 1 3 §
pro==8 pv=vs pv= g —2),
. 1 |
P2 = 5 By" — 124 + 44y® — 32)
1 .
P2 = — vyt — 67 + 28y% — 56y 4 64) |

on obtient les solutions suivantes, relativement simples pour ce
genre de questions, et qui peuvent étre exprimées au moyen
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d’un certain argument constant w:

, 1
pre = 5@ 41,  pw=—y1 4+,

o — 11v% 4 20y* — 20¢2 — .32
P '_ 48 (y2 + 1)2 ’

v 1 v y
p( - 5) =sr+2., P( “‘2-) = P"(w—-—) =1,
19 — 1 9 4 , ¢ " 5
pwTg)=s0=%9. ple+tg)=—y, p=2-1y,
3 Yt b4y 4 24 , vt — 4y? 4 16
p<(v —_— —2—(1) —_ 6‘Y2 9 P == — \"3 .
, ~3ﬂ’ Yt — 2y 4 2042 4 8 , 2yt —3y% - 8
p(“ + 2‘) - 6(y* — 2)° ' 2=
(2((!———;!):—-1_(Y2_|_8) /__13
P 12 S e .
) _—*{4+4Y2-{—12 _YG""2Y4+!*Y2+8
P(?u +v) = 1952 ' p; — T ,
8 6 6t L TRR2
P(['“" — %) = 11¢% + 164% + 564 768y% + 768 ’
486
p(sw —2) = X200+ 0 5yt 4 2097 416
2 6‘Y2 ’ P Y3

L’tQuaTioN py? = 2% -+ a.

7. — Soient a et p deux nombres rationnels donnés et soit
(2 ¥o) une solution primitive de I’équation indéterminée

vy? = at + a .
- Cette solution .particuliére peut étre rejetée a linfini par la

transformation homographique

Hy,,

x = x, + — Yy =19y,.Y,

qui transforme ’équation considérée en ’équation suivante de
FERMAT:

(ng)g _ x4 + 4.733X3 + 6y a.zyzx I 4{;.2.7r0y:x —+ [Lsyz .




UN PROBLEME DE DIOPHANTE 207

Les formules de représentation des solutions au moyen des
fonctions elliptiques sont:

4
& =ap'y,, g =0;
py = — aar§ , P’v = awo((( — ) , ‘

p” ¢ = — —fl;a(arz — 10a.v: -+ a2) ;

‘u —1p’y | I
X—l—x-s:i.J—)——‘pi, Y:—i—ﬂ[})(u-{—v)——Pn].
0 2 pe — pv — XEFh
8. Généralisation de Iéquation de Diophante. — Les résultats

ci-dessus trouvent leur application immédiate dans la résolu-
tion, & partir d’une solution primitive, des équations indéter-
minées du type |

py? = a* 4 2t L ot

¢ €tant un nombre rationnel donné. Par exemple, dans le cas
(. = 3), la solution de
3y? = at 4 =t 4 4

résulte de la connaissance de la solution primitive (1, 1, 1, 1):
en prenant donc

&= 2 g8 — 18 | Vg3:0,~ X, =1, Hy =1 ,
pv:—?, p'v:—?, -P”s':15,
la solution' u = ¢ donne a la limite:
/I‘, ]
X41=20" x_ 1 x =
2 P'v 4 11.
d’ou ‘ o
S28% 4 114 4+ 114 = 3.(3.107)2
on aurait ensuite
17\2 4879
PQV = (-—4—> , p’?v = 1§; , ete. ..
9. L’équation 2y% = x* + 7% 44, — Parmi les équations qui

viennent d’étre traitées d’une manieére genérale, celle qui corres-
pond au cas p = 2 (trouver trois nombres dont la somme des
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bicarrés soit le double d’un carré) est particuliérement intéres-
sante: une solution primitive dépendant d’un paramétre arbi-
traire est en effet connue. Si trois nombres rationnels alge-

briques ont leur somme nulle, la somme de leurs bicarrés est

toujours le double d’un carré; cela résulte de l'identité alge-
brique:
Ayt ()t =20+ wy 90

Si donc b et ¢ sont deux nombres rationnels quelconques,
I’équation | .
29 = a* + b* + ¢t . (@ = b* + ¢*) ,
admet toujours la solution primitive

X, = b 4 ¢, Yy, = b2 4 bec + ¢,
comme le justifient en particulier les égalités:

14 4 14 4 24 = 2,32,
14 4 9% L 3t = 2,72, -ele. ..

Alors '
g, = 4a(b? + be 4 ¢?)*(b* 4 ) g =0,
pr = — (b* 4+ ¢*) (b +¢)? ,
P’v = — 2bc(b + ¢) (b* + ¢* (2/)2' + 3bc + 2¢%) ;

la solution limite pour u = ¢ est en particulier:

X — —

8 4 2 ¢
.xo—}—Saxo——a Y:PZV——PV‘
21’0(174— a) -Xe

Parmi les solutions simples de cette équation, sont & signaler
les suivantes (avec des nombres tels qu’aucun d’eux ne soit
somme des deux autres):

14 34 4 10* = 2,712,

74 4 74 4 124 = 2.1182
234 4 464 + 121* = 2.(10 467)2 ,
264 - 2394 + 2894 = 2,(57.123) ,
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