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SUR LES ELEMENTS IMMOBILES 11

Ainsi, le grand Anglais, spécialement durant ses années de

maturation, fut profondément influencé par les écrits du grand
Français.

(Traduit par J.-P. Dumur, Genève.)

SUR LES ÉLÉMENTS IMMOBILES
DANS UNE ROTATION DANS L'ESPACE A n DIMENSIONS

PAR

Georges Tiercy, Dr ès se. (Genève).

1. — Soient un système d'axes fixes et un système mobile
ayant même origine; les deux systèmes sont rectangulaires.
Désignons les cosinus directeurs des axes.mobiles par

ai, 1 ' aï,2 ' ; ai,n '

les coordonnées d'un point par rapport au système fixe par (X;),
et ses coordonnées relatives au système mobile par (xi) ; on a

X ai,\xi+ al<2r3 + + (1)

Dérivons ces relations par rapport au temps les xi étant
considérés comme constantes

rfX'f dau dai2
IT+ r*~dT+ - + xn~JT (2>

Ce .ont les projections,,sur les axes fixes, de la vitesse du point
considéré.
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Les projections sur les axes mobiles seront

^X1 * d*2 dX»
/Q\

v£ + av rfT + + "«•»' dt•
En tenant compte des équations (2) d'ane part, et d'autre part

des relations bien connues entre les cosinus directeurs

a{i + a\t + + ani 1

/ H

0 '
[ ),=1

les équations (3) s'écrivent

xi •
(4>

A=1

où l'on a posé

<5>

i— 1

ce qui entraîne

Pk,h — Ph,k ' et ° '

Le déterminant des seconds membres des relations (4) est

donc symétrique gauche.

L'origine du système mobile a une vitesse nulle; mais est-ce le

seul élément ayant cette propriété Posant

Vi o.

on obtient un système d'équations homogènes

/ / + P\,2X2P\,ZX"l~ ••• ~t" Pl,nxn ® '

P-2,\Xl + / + P'2,3X3 + 0 ' ^
i

Pn,\ X1+ Pn,2X2Pn,Z3+ "• + / ®

Si ces équations sont compatibles, il restera 1) relations

linéaires distinctes au plus, lesquelles représentent le lieu des

points immobiles.
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Pour que ce système (6) soit compatible, il faut et il suffit que
son déterminant soit nul

K*ll 0 • n
Or, si n est impair, ce déterminant symétrique gauche est

toujours nul; il y a donc toujours un lieu de points immobiles; ce
lieu est une ligne droite lorsqu'il reste — 1) équations
distinctes entre les a*.

Si n est pair, le déterminant en question est en général différent

de zéro; l'origine seule est immobile. Mais il peut arriver,
exceptionnellement, que ce déterminant soit nul, avec n pair;
nous nous proposons de démontrer qu'alors les mineurs du
premier ordre du déterminant ||pu|| sont nuls, et qu'il existe, non
pas un « axe » de rotation, mais un plan fixe, c'est-à-dire un plan
dont tous les points sont immobiles.

Remarque. Si l'origine du système mobile était animée d'un
mouvement de translation, on chercherait le lieu des points dont
la vitesse est minima. Pour que ce lieu existe, on aurait encore la
condition (7).

2. Reprenons le calcul donnant les éléments immobiles; et
partons des équations (1)

Xi ai,\xl+ ai,ix2+ •• + (1)

Pour les droites invariables (s'il y en a), on doit avoir

XiP •- (8)

cela constitue un système de n équations homogènes en pour
que ce système soit compatible, il faut que la condition suivante
soit vérifiée :

1,1 p "l,2 "l,3

a2,\ "2,2 ~~ P "2,3

"3,1 ".3,2 "3,3 P

an,\ "„,2 "i,,3

"Un

a2

°3.n 0 ' (9)
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On obtient ainsi une équation en p, de degré n\ toute solution
de cette équation (9), portée dans le système (8), rendra celui-ci
compatible, et c'est-à-dire que les n équations (8) se réduiront à

(n—1) au plus.
3. — Etudions le déterminant D des équations (1). On a

d'où

D2

Âi,k 1

i 1
2 a^k

(10)

2^* "m 0 ;

i o o

0 10
0 0 1

0 0 0

et J) + l

Ne retenons que D 1; ce sont là les seules transformations
qui puissent se ramener, d'une façon continue, à la transformation

identique.
On établit alors, sans difficulté, que tout mineur est égal au

mineur complémentaire correspondant; considérons en effet le

déterminant suivant:

k

a2,l a2.2 ^2,3

Ak,3 k,n

1 0

0 1

où chacune des (n-—k)dernières lignes ne présente que dés

zéros, à part un seul élément égal à l'unité et situé sur la diagonale

principale du déterminant
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Si on multiplie ce dernier par D, on obtient, grâce aux relations
(10)

84.D
a'k+1,1 ^+1,2 ak+1,3

*/t,3

a

0

0

0

k-f-1, n

or, ce dernier déterminant n'est pas autre chose que le déterminant

dn-fc complémentaire de et comme D 1, il vient

S*

4. Ce résultat a comme conséquence que l'équation (9) est
réciproque.

Si nest impair, les signes des termes équidistants des extrémités

sont contraires, et l'équation (9) s'écrit:

u

- p2 "m + -- + p"_1 2 - p" (9')

elle admet alors la racine p—i;pour cette valeur de ,o, les équations

(8) deviennent compatibles, se réduisent à — 1) équations

au plus, et représentent le lieu des points immobiles; avec
(.n — 1) équations, ce lieu est un « axe de rotation ».

Si n est pair, l'équation (9) devient

p" p" 12 a''i + — + 1 0 ; (9")
i=n - i 1

lorsqu'il n'y a pas, entre les n2 cosinus directeurs, de relations
particulières (autres que les relations 10), le déterminant des
equations (1) n'est pas nul; l'équation (9") n'admet pas la racine
± 1; ses racines sont alors toutes imaginaires; en effet, si l'on
élève chaque membre des équations (8) au carré, et si l'on en fait
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la somme membre à membre, on trouve en tenant compte des
relations (1)

i= 1 i== l

et comme p2 — 1 ^ 0, il vient

2 -0 •

11 n y a donc en général, avec pair, que l'origine qui soit
immobile.

Mais s il existe entre les cosinus directeurs des relations
particulières (autres que les relations 10), l'équation (9") peut
admettre la racine ± 1 ; c'est alors une racine d'ordre pair, au moins
une racine double, puisque l'équation (9") est une équation
réciproque.

5. Prenons le cas de deux racines différentes p et p', qui ne
soient pas l'inverse l'une de l'autre; c'est-à-dire qu'on a

pp' — 1 ^ 0 ;

Nous venons d'ailleurs de montrer que ces racines sont
imaginaires. Ces deux solutions correspondent à deux droites imaginaires

invariables rectangulaires; en effet, on a les deux directions

invariables

j ai,1xl+ ai,2x2+ + ai,nxn (d)

ai,\xl+ "i,2'r2 + ••• + ' p' S (d')

on en tire:

Xlxl+ X2X2+ •" + xnXn— PP' + + '

(??' — 1 ("l'I x\+ X2X-2+ "• + 0 : (11)

et il faut bien qu'on ait

*1*1 + x-lx-l d- ••• + o ;

c'est-à-dire que les directions invariables correspondant aux
valeurs p et p' sont perpendiculaires.
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On voit immédiatement que ces deux directions ne peuvent pas
être imaginaires conjuguées; car, si elles l'étaient, la «somme »

a

i=\
ne serait pas nulle.

Or, l'équation (11) a toujours lieu. Donc, pour que deux directions

soient imaginaires conjuguées, il faut que les valeurs de

p correspondantes soient inverses l'une de l'autre, de sorte qu'on
ait

PP' — 1 0;
c'est là deux solutions conjuguées de l'équation (9").

6. — L'équation réciproque (G'') a donc, sauf dans le cas où elle
admet la racine p — 1, ses n racines imaginaires et conjuguées
deux à deux. Désignons-les par

1

Pi

1

p2

1

P1
'

2

Le plan des deux premières droites invariables est réel, puisque
c'est le plan de deux directions imaginaires conjuguées; de même

les plans-des — 1^ autres couples de droites conjuguées sont
réels.

Ces (^j plans réels sont complètement perpendiculaires entre

eux; c'est-à-dire que toute droite de l'un est perpendiculaire à
toute droite prise dans un des autres. Montrons la chose.

Comme on l'a vu au n° 5, la droite correspondant à la valeur pi
est perpendiculaire aux droites correspondant aux valeurs pk et

-, puisqu'on a:

P i?k—1^0 et .üi — 1^0;
•

- '
P k

L'Enseignement mathém., 25e année; 1926. 2
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il en est de même de la droite correspondant à i Adoptons, pour
suivantes°nnéeS

d'UQ ^C°Urant SUr ces droites> les notations

droite Pt ' (xi)i 5

droite
1
— (x,). ;

H -i
droite h - K)fc ;

droite i— ' (^)i ;
p k

v "ik
donc

/ 11

S
] 11

2

K)/•(**)* o

(Xx)l • ®

\ A=1 i

(12)

Cela posé, je dis que toute droite du premier plan (plan est
perpendiculaire sur toute droite du second plan (plan k). Les
équations d'une droite du premier plan sont

(ÇJt U(x.)i+ „(ag, s (13)
i

celles d'une droite du second plan sont:

(?*)* »'Wt + (13')
F

où les facteurs u,v, u',ç' sont des nombres arbitraires. En tenant
compte des relations (12) de perpendicularité, on obtient:

lesdeux plans sont donc complètement perpendiculaires.
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7. — On peut alors changer d'axes de coordonnées; on prendra

deux axes rectangulaires dans l'un des (^j plans en question,

deux axes rectangulaires dans le second, et ainsi de suite.

En outre, une droite quelconque de l'un de ces plans se

transforme, dans la rotation (1), en une droite du même plan. Soient

en effet, les équations (13) d'une droite du plan i\ après la rotation

(1), on obtient

(Si)i ÄX,1 (?l)i + ^,2 (h)i + + \ntën)i ;

ou bien
n

(Ei)i + "K'J '

[x—l i

ou encore
n n

jji 1 jx=l i

1
mais les directions correspondant à pi et — sont invariables ;

Pi

d'où

i PiWi '
{ 1

^K)i
* i

et par conséquent

upîWi+ fK)i ;

i
ce n'est pas autre chose que les équations (13), où et sont

respectivement remplacés par upi et —
Pi

Donc toute droite de l'un des plans se transforme en une
droite du même plan.

Il en résulte que les équations (1) prennent la forme plus
simple :

^21-1 — a21-\,n-lXn-\ + a'2l-\,2ix2l »

X - (14)
2> — a2l,2l-l x2-k-l "+" a21,2lX2l '
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ou bien encore

X.
2X-1 — X2l~l cos — X2l S'n '

X2x sin CJX -f- x2l cos <j} ;

et il y a (^j angles <?x.

On voit ici aisément que l'équation (9") en a ses racines
imaginaires. Elle s écrit en effet

p — sin Œj 0 0

0 0sin <71

0 0

0 0

cos <t2 — p — sin G o

S1" ^2 COS CJg p 0

0 0 0 0 COS <J„

0

ou bien

(p2 2p cos (Jj -f- 1) (p2 _- 2p. COS <t2 -f- 1) .t.
(p2 2p cos <j;i + 1) o (9'")

On a donc n droites imaginaires, invariables; ces droites nedependent pas des axes de coordonnées employés; elles subsistent
si 1 on revient au système (1).

^

Les équations (14) et (14') montrent que le déplacement dans
l'espace En, où « est pair, se décompose en (j) rotations planes
ordinaires, indépendantes les unes des autres, effectuées
respectivement dans des plans complètement perpendiculaires entreeux. Dans 1 espace En d'ordre pair, l'origine est donc, en généralle seul point immobile. '

On a d'ailleurs toujours \p|1, puisque deUx racines conjuguées
de 1 equation (9") sont aussi inverses l'une de l'autre.

,a,r Riepren0nS les é(ïuations (9") et (9'"); et étudions le casou elles admettent la solution p 1 ; ce sera, avons-nous dit, unesolution multiple d'ordre pair, au moins double, puisque l'équa-tion (y est réciproque.
Si l'on utilise la forme (9"'), on voit que cette solution p 1

correspond au cas où l'un au moins des angles «rx devient nul;
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lorsqu'un seul de ces angles est nul, la solution p 1 est double,

et l'un des plans complètement perpendiculaires, dont nous

avons parlé au n° 6, reste fixe, tous les points de ce plan étant
immobiles.

Le fait subsiste, si l'on considère l'équation (9"), de forme plus
générale ; quand elle admet la racine double p 1, non seulement

il y a un axe immobile, mais un plan entier reste fixe ; le mouvement

sera sensible dans ^ autres plans complètement

perpendiculaires entre eux et au plan immobile.
Si p des angles <7> deviennent nuls, la racine p — 1 est d'ordre

(2p); et p des (^j plans complètement perpendiculaires restent

fixes, le mouvement étant sensible dans les ^autres.
9. — Revenons enfin au déterminant symétrique gauche (7) du

paragraphe I. Il doit être nul pour que les équations (6) soient
compatibles et qu'il y ait, outre l'origine, un lieu géométrique de

points immobiles; s'il n'est pas nul (et c'est le cas général quand
n est pair), l'origine seule possède une vitesse nulle.

Mais il peut y avoir entre les p^ avec n pair, des relations
spéciales, telles que le déterminant (7) soit nul. Dans ce cas, les équations

(6) sont compatibles, et il y a un lieu de points immobiles.
Or, nous venons de démontrer que ce lieu est un plan entier [cas
où p — 1 est racine double de l'équation (9,/)] ; cela veut dire que
les équations homogènes V* 0 doivent se réduire à (n — 2);
ce qui exige que le déterminant (7), non seulement soit nul, mais
encore ait ses mineurs du premier ordre nuls.

Donc si, avec n pair, le déterminant (7) est nul, ses mineurs du
premier ordre le sont aussi. Mais, en général, les mineurs du
deuxième ordre ne le sont pas ; nous avons montré, en effet, que
es (t) roha-tions

<7^ sont indépendantes les unes des autres.
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