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SUR LES ELEMENTS IMMOBILES ' 11

Ainsi, le grand Anglais, spécialement durant ses années de
maturation, fut profondément influencé par les écrits du grand
Francais.

(Traduit par J.-P. Dumur, Genéve.)

‘ SUR LES ELEMENTS IMMOBILES
DANS UNE ROTATION DANS L’ESPACE A n DIMENSIONS

PAR

Georges TiErcY, DT és sc. (Genéve).

1. — Soient un systéme d’axes fixes et un systéme mobile
ayant méme origine; les deux systémes sont rectangulaires. Dési-
gnons les cosinus directeurs des axes mobiles par

in s 2

62 5 s Qg

les coordonnées d’un point par rapport au sysféme fixe par (X-),
et ses coordonnées relatives au systéme mobile par (z;); on a

X; = + az2 P + + ai,uxn : (1) :

Dérivons ces relations par rapport au temps ¢, les = etant
considérés comme constantes

W T g Thg bt g ()

Ce -ont les prolecnons sur les axes fixes, de la vitesse du pomt
considéré,
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Les projections sur les axes mobiles seront

Vi=a Rttt et 6

En tenant compte des équations (2) d’ane part, et d’autre part
des relatior_ls bien connues entre les cosinus directeurs

2 2 2
@ ; -+ a,; + ...+ a,; = 1,

n

V)
_ E,ax,i"x,k =0,

=1

les équations (3) s’écrivent

vV, = El’i,xxx ’ (4)
=1 .
ou ’on a posé |
f
i=n ’ ‘
. da; , :
P = 2 kg (5)
i=1
ce qui entraine
Pish = — Phik et p; =0

Le déterminant des seconds membres des relations (4) est

donc symétrique gauche. ,
L’origine du systéme mobile a une vitesse nulle; mais est-ce le

seul élément ayant cette propriété ? Posant
v.—o,
on obtient un systéme d’équations homogénes
St Pig® P %s + o T P = 0,
P2 1% + /A Pas¥; + ot Pan Xy = 0,

Pn,lxl + pn,2x2 + Pn,‘3x3 + + / = 0.

~ Si ces équations sont compatibles, il restera (n — 1) relations
linéaires distinctes au plus, lesquelles représentent le lieu des
points immobiles.
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- Pour que ce systéme (6) soit compatible, il faut et il suffit que
son déterminant soit nul

lpsi] =0 - )

Or, si n est impair, ce déterminant symétrique gauche est tou-
jours nul; il y a donc toujours un lieu de points immobiles; ce
lieu est une ligne droite lorsqu’il reste (n — 1) équations dis-
tinctes entre les z;. o | |

Si n est pair, le déterminant en question est en général diffé-
rent de zéro; origine seule est immobile. Mais il peut arriver,
exceptionnellement, que ce déterminant soit nul, avec n pair;
nous nous proposons de démontrer qu’alors les mineurs du pre-
mier ordre du déterminant | p; x| sont nuls, et qu’il existe, non
pas un «axe » de rotation, mais un plan fixe, ¢’est-a-dire un plan
dont tous les points sont immobiles.

REMARQUE. Si l'origine du systeme mobile était animée d’un’

mouvement de translation, on chercherait le lieu des points dont

la vitesse est minima. Pour que ce lieu existe, on aurait encore la
condition (7). , |

2. — Reprenons le calcul donnant les éléments immobiles; et
partons des équations (1)

X, = a; 12y + “z,ﬂzxz Tt 2, . (1)
Pour les droites invariables (s’il y en a), on doit avoir
X; = pay ; A (8)
cela constitue un systéme de n équations homogénes en z;; pour

que ce systeme soit compatible, il faut que la condition suivante
soit vérifiée :

14— P 9 a3 Cn
LR Q39 — P Q93 @ 5
a3 Q32 d33—p 3.y =10 (9)
(l"’l ﬂn’Q ' /1”’3 ‘ - a — P
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On obtient ainsi une équation en p, de degré n; toute solution
de cette équation (9), portée dans le systéme (8), rendra celui-ci
compatible, et c’est-a-dire que les n équations (8) se réduiront a
(n —1) au plus. |

3. — Etudions le déterminant D des équations (1). On a

n - n
Ea?’k:‘_'{ , Eazkzl , |
171 k=1 (10) -
Eai,kai,lzo;
i=1
d’ou
| 10 0 0
01 0- 0
DP= 19001 ... 0| =1, e D=1
0 0 0

Ne retenons que D = 1; ce sont 1& les seules transformations
qui puissent se ramener, d’une facon contmue a la transforma-
tion identique. ~ |

On établit alors, sans difficulté, que tout mineur est égal au
mineur complémentaire correspondant; considérons en effet le
déterminant suivant: ,

1 Y2 43 &y n
@1 Q39 Qg3 Xan
'y 5

5 — Q1 a2 3 A n
k — ’

0 0 0

0 0 0 - . 1 0

0 0 o ... 0 1

ou chacune des (n — k) derniéres lignes ne présente que des
zéros, & part un seul élément égal & I'unité et situé sur la diagonale -

principale du déterminant J.
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- Si on multiplie ce dernier par D, on obtient, grace aux relations

1 0 0 0
0 I 0 0
0 0 1 0
8A D = ;
Chpr,1 Ygr2 Y3 - - - Qg
an.l “u,z an,3 ot an,n

or, ce dernier déterminant n’est pas autre chose que le détermi-
nant dn-» complémentaire de dy; et comme D = 1, il vient

8/1: — 81'1—-/{ :

4. — Ce résultat a comme conséquenée que ’équation (9) est
réciproque.

Si n est impair, les signes des termes équidistants des extré-
mités sont contraires, et I’équation (9) s’écrit:

-

n

1 — PE e e o 2 a;— " =0 ; (9)

i=1 i=1

elle admet alors la racine p=1; pour cette valeur de 0, les équa-
tions (8) deviennent compatibles, se réduisent a (n — 1) équa-
tions au plus, et représentent le lieu des points immobiles; avec
(n — 1) équations, ce lieu est un « axe de rotation ». '

Si n est pair, Péquation (9) devient

n . n

o én—iE a; + e — pzau +1=0; (9

i=n T =1

lorsqu’il n’y a pas, entre les n? cosinus directeurs, de relations
particuliéres (autres que les relations 10), le déterminant des
équations (1) n’est pas nul; 'équation (9”) n’admet pas la racine
== 1; ses racines sont alors toutes imaginaires; en effet, si l’on
éléve chaque membre des equations (8) au carré, et si Pon en fait
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la somme membre 3 membre, on trouve en tenant compte des

relations (1)
Pg‘ﬁ x; = 2 z; ;

i=1 i=1
et comme p? — 1 =< (, il vient

n

i=1
Il n’y a donc en général, avec n pair, que l’origine qui soit
immobile. :

Mais §’il existe entre les cosinus directeurs des relations par-
ticaliéres (autres que les relations 10), I'équation (9”) peut ad-
mettre la racine =~ 1; ¢’est alors une racine d’ordre pair, au moins
une racine double, puisque 'équation (9”) est une équation réci-
proque.

5. — Prenons le cas de deux racines différentes oetp’, quine
soient pas I'inverse 'une de Pautre; ¢’est-a-dire qu’on a

o — 13£0 ;

Nous venons d’ailleurs de montrer que ces racines sont ima-
ginaires. Ces deux solutions correspondent & deux droites imagi-
naires invariables rectangulaires; en effet, on a les deux direc-
tions invariables o

ai,1xl + (ti,2x2 + o+ ai,n th = PXy (d)
’ ’ ’ 7 ’
a4 - ;9% —+ ..+ @, = px ; (d')
on en tire:
’ ’ ’ . , ’ 14
X, 2y + x52, + oo + X, %, == pp [oc1 x, + ...+ xnx”] ;
’ ’ ’ 14
(0" — 1) (w2 + 2y + ... + x,2,) =0 ; (11)
et 1l faut bien qu’on ait
Ty Xy + 2y 4 - x,x, =0 ;

c¢’est-d-dire que les directions invariables correspondant aux va-
leurs p et p’ sont perpendiculaires. o -




>
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On voit immédiatement que ces deux directions ne peuvent pas
étre imaginaires conjuguées; car, si elles 1’étaient, la « somme »

n
S
i=1
ne serait pas nulle. , ,
Or, I’équation (11) a toujours lieu. Donc, pour que deux direc-
tions solent imaginaires conjuguées, il faut que les valeurs de
o correspondantes soient inverses I’'une de 'autre; de sorte qu’on

ait
e’ —1 =0;

¢’est 1a deux solutions conjuguées de ’équation (9”).

6. — L’équation réciproque (9”) a donc, sauf dans le cas ou elle
admet la racine p = 1, ses n racines imaginaires et conjuguées
deux & deux. Désignons-les par

P1 el ‘1‘ )
, P1

P2 et 1 ’
2
e et i
% n

-

Le plan des deux premiéres droites invariables est réel, puisque
c’est le plan de deux directions imaginaires conjuguées; de méme

les plans des (% — 1> autres couples de droites conjuguées sont
réels. |

Ces <n§> plans réels sont complétement perpendiculaires entre

eux; c’est-a-dire que toute droite de 'un est perpendiculaire a
toute droite prise dans un des autres. Montrons la chose.
Comme on I’a vu au n° 5, la droite correspondant & la valeur pi
est perpendiculaire aux droites correspondant aux valeurs py, et
51;, puisqu’on a:
Ci

P —1#0 et  ——15£0;
. B Ck

L’Enseignement mathém., 25¢ année; 1926. 2
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il en est de méme de la droite correspondant & o Adoptons, pour

. z‘ ' -
les coordonnées d’un point courant sur ces droites, les notations
suivantes

[ droite o, , (2,); 5 (), , (25); 5 ... ; (xn)i ;
droite 1 , (), ;
Aoi T
droite Pr s (x)\)k g
) 1
droite — , (2,); ;
Pr %
On a done
n n
E(xx)z (xx)k =0 ; E(xl)L (.7c1)1 =0 ;
A=1 A=l k_
C)
n ’ n <1~)
Y
2 (.7c1)1 . (xl)k =0 ; (oc)‘)1 . (xl)1 = 0
=1 i =1 3 %

Cela posé, je dis que toute droite du premier plan (plan i) est
perpendiculaire sur toute droite du second plan (plan k). Les -
équations d’une droite du premier plan sont

(€); = u(x,); + v(x)), 5 ' | (13)

celles d’une droite du second plan sont:

(E-A)/c = u’(xx)k ~}= ¥ (xxh_ ’ (13°)
k

ou les facteurs u, ¢, u’, ¢’ sont des nombres arbitraires. En tenant
compte des relations (12) de perpendicularité, on obtient:

D) G =0

les deux plans sont donc complétement perpendiculaires.
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7. — On peut alors changer d’axes de coordonnées; on prendra
deux axes rectangulaires dans Tun des< )plans en question,

deux axes rectangulaires dans le second, et ainsi de suite.

En outre, une droite quelconque de I'un de ces plans se trans-
forme, dans la rotation (1), en une droite du méme plan. Soient
en effet, les équations (13) d’une droite du plan t; apreés la rotation
(1), on obtient

(8); = @ (51.)z + a4 5(8); + - - + ak,n(gn)b

ou bien
l] ? ) ;'
7

gu encore

(B = u > @, (%) + vVaM =y

n=1 u—l B A

mais les directions correspondant & p; et — sont invariables ; 3<

Vi

d’ou

et par consequent

(E)\)i = u’Pi(x)\)i =} f;_(xl)l H

ce n’est pas autre chose que les équations (13), ou u et ¢ sont res-

pectivement remplacés par up; et 1 .

Donc toute droite de I'un des ( ) plans se transforme en une
droite du méme plan.
. Il en résulte que les équations (1) prennent la forme plus
simple:
X
X

N1 = Qoyy ;o1 Ty T Qg 2 Xy,

2 = Ay g ®yoy T Gy Xy
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ou bien encore

Xgpq = Z9—1 COS 0y — x,. sin o, ; : o - ;
- (18%)
X a

2 = %y _, sin g, + Xy, COS G, ;

" ny\ A
et 1lya (E) angles o,

On voit ici aisément que équation (9”) en 4 a ses racines ima-
ginaires. Elle s’écrit en effet

| €Oso; —p —sing, 0 0 0
| sin g, cos e, — p 0 0 0
| 0 0 cos g, .—-~p — sing, 0 . 0‘

0 0 sin g, COS G, ~— p 0

0 0 0 0 cos g, — p
ou bien

(p* — 2p cos g, + 1) (* — 2p cos o, + 1) ...
(e — 2p cos c,+1) = 0. (9"")

2

On a donc n droites imaginaires, invariables; ces droites ne
dépendent pas des axes de coordonnées employés ; elles subsistent
si’op revient au systéme (1).

Les équations (14) et (14') montrent que le déplacement dans
Pespace E,, ot n est pair, se décompose en (—;—) rotations planes
ordinaires, indépendantes les unes des autres, effectuées respecti-
tivement dans des plans complétement perpendiculaires entre
eux. Dans Pespace E, d’ordre pair, Porigine est done, en général,
le seul point immobile. | o

On a, d’ailleurs toujours |p| = 1, puisque deux racines conju-
guées de I'équation (9”) sont aussi inverses I'une de I’autre.

8. — Reprenons les équations (9”) et (9 '); et étudions le cas

ot elles admettent la solution p = 1; ce sera, avons-nous dit, une

solution multiple d’ordre pair, au moins double, puisque 1’équa-

tion (9”) est réciproque. | .
Si ’on utilise la forme (9'"), on voit que cette solution p = 1

correspond au cas ot 'un au moins des angles ¢; devient nul;
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lorsqu’un seul de ces angles est nul, la solution p = 1 est double,
et I'un des <%> plans complétement perpendiculaires, dont nous

avons parlé au n° 6, reste fixe, tous les points de ce plan étant
immobiles.

générale; quand elle admet la racine double p = 1, non seulement
il y a un axe immobile, mais un plan entier reste fixe; le mouve-

2
pendiculaires entre eux et au plan immobile.
Si p des angles o) deviennent nuls, la racine p = 1 est d’ordre

ment sera sensible dans <ﬁ — 1) autres plans complétement per-

| (2p); et p des <%> plans complétement perpendiculaires restent

n

 fixes, le mouvement étant sensible dans les <—2———~ p> autres.

| paragraphe L. 11 doit étre nul pour que les équations (6) soient
compatibles et qu’il y ait, outre I’origine, un lieu géométrique de
points immobiles; s’il n’est pas nul (et ¢’est le cas général quand
| n est pair), I'origine seule posséde une vitesse nulle.
| Mais 1l peut y avoir entre les p;x, avec n pair, des relations spé-
ciales, telles que le déterminant (7) soit nul. Dans ce cas, les équa-
tions (6) sont compatibles, et il y a un lieu de points immobiles.
Or, nous venons de démontrer que ce lieu est un plan entier [cas
ol p = 1 est racine double de I’équation (9”)]; cela veut dire que
les équations homogénes V; = 0 doivent se réduire & (n — 2);
ce qui exige que le déterminant (7), non seulement soit nul, mais
encore ait ses mineurs du premier ordre nuls.

Donc si, avec n pair, le déterminant (7) est nul, ses mineurs du
premier ordre le sont aussi. Mais, en général, les mineurs du
deuxiéme ordre ne le sont pas; nous avons montré, en effet, que

n . . ’
les <—2—> rotations ¢, sont indépendantes les unes des autres.

Le fait subsiste, si I’on considére 1’équation (9”), de forme plus

9. — Revenons enfin au déterminant symétrique gauche (7) du
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