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Les espaces de Riemann ont toujours une première représentation très

intuitive en la surface S qui a deux dimensions dans l'espace à trois ;

ils sont formés de fragments infiniment petits de nature euclidienne, de
même que S est formée, si l'on veut, de facettes planes infiniment petites.
Bien que cela ne soit pas nécessaire, on peut les étudier en les considérant
comme plongés dans des hyperespaces euclidiens.

Que de belles choses, que de merveilleuse harmonie, laissant loin le point
de vue euclidien ordinaire. Pour ceux qui croient à la Science esthétique,
ceci n'est-il pas suffisant pour donner droit de cité aux Théories d'Einstein

A. Buhl (Toulouse).

P. Humbert. — Fonctions de Lamé et Fonctions de Mathieu (Mémorial des
Sciences mathématiques ; fasc. X). Un fasc. gr. in-8° de 58 pages. Prix :

12 francs. Gauthier-Villars et Gie. Paris. 1926.

Peu de points restent, à l'heure actuelle, obscurs dans la théorie des équations

différentielles, du type fuchsien, admettant trois singularités. On ne
saurait en dire autant des équations du même type en admettant quatre ;

ces dernières peuvent se réduire à une forme due à Karl Heun, forme dans
laquelle on peut distinguer l'équation de Lamé, comme cas particulier, et
l'équation de Mathieu, comme cas de confluence. Ces équations ont un
grand rôle dans les applications physiques et, d'ailleurs, Klein et Bôcher
ont fait cette curieuse remarque que toutes les fonctions jouant un rôle en
Physique mathématique satisfont à une équation obtenue par confluence à

partir du type à cinq singularités : équations de Lamé, de Mathieu, de Rie-
mann-Gauss, de Weber, de Bessel, de Stokes. Le présent fascicule n'est donc
pas une étude, plus ou moins fortuite, de fonctions particulières ; c'est
l'Introduction naturelle à l'étude de piliers fondamentaux de la Science.

Les fonctions de Lamé naissent très simplement lorsque, l'équation de
Laplace, à trois variables, étant écrite en coordonnées elliptiques q, [i, v,
on en cherche une solution de la forme R(q) M (fi) N(r). C'est, toutes réductions

faites, une équation différentielle linéaire, du second ordre, sans second
membre, à coefficient elliptique ; dès que l'on en possède une solution
particulière, par fonctions de Lamé de première espèce, on peut, par les procédés
élémentaires bien connus, en' trouver une autre par fonctions de Lamé
dites alors de seconde espèce. D'où l'intégrale générale. Les dégénérescences
vers des fonctions plus simples sont nombreuses ; les applications et les
généralisations ne le sont pas moins. Les figures d'équilibre d'un fluide en
rotation, les tourbillons, la déformation des surfaces et tant d'autres questions

de mécanique ou de géométrie conduisent inéluctablement aux fonctions

de Lamé.
L'équation de Mathieu naît aussi d'un problème physique (vibrations

d'une membrane elliptique). Constituée comme l'équation de Lamé, son
unique coefficient n'est que trigonométrique. Cependant, l'élévation de la
théorie n'est pas moindre. On intègre encore par fonctions de Mathieu de
deux espèces différentes. Par applications à la Physique indéniablement
moderne, la seconde équation est plus proche de nous que la première ;

c'est ainsi qu'elle intervient dans l'étude des oscillations hertziennes à la
surface d'un sphéroïde. Mieux peut-être que l'équation de Lamé, elle se
rattache aux équations intégrales. De tous côtés, dans de tels exposés, appa-
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raissent les plus remarquables résultats transcendants nés, non de l'abstraction,
mais d'énoncés physiques généralement très simples.

A. Buhl (Toulouse.)

G- Bouligand. Fonctions harmoniques. Principes de Picard et de Dirichlet
(Memorial des Sciences mathématiques ; fasc. XI). Un fasc. gr. in-8° de
52 pages. Prix : 12 francs. Gauthier-Villars et Cie. Paris. 1926.
Le domaine, exploré ici — et combien savamment —- par M. Bouliganddonne une excellente idée de la portée des conceptions d'analyse qui se sontsurtout développées depuis le commencement du siècle : généralisations

integrales telles que celle de Lebesgue, calcul fonctionnel, lemmes de
croissance, etc.

Le Probleme de Dirichlet est d'origine physique ; il consistait d'abord àtrouver la distribution de la température dans un solide chauffé, par sasurface externe, suivant un mode connu. Il a été étendu à l'hyperespace etM. Bouligand y voit effectivement la recherche d'une fonction harmonique
e n variables prenant des valeurs données sur une frontière donnée. Les

procédés intégraux abondent immédiatement ce qu'on aperçoit déjà avec latheone du potentiel dans l'espace ordinaire : théorème de Gauss, équationde Poisson etc. Mais il faut ici, toujours dans l'hyperespace, faire jouer unrole particulièrement important au théorème de la moyenne qui fait d'unefonction harmonique une fonction invariante par médiation sphérique.
fonction0!!«11 de <<fonction.de Green» est également primordiale; cettection offre cette opposition qu'elle peut s'introduire dans des formulesintegrales par sa dérivéenormale.Elle conduit aussi à une première équationaux dérivées fonctionnelles. 4

harm0nique à déterminer admet, en général, la frontière àdistribution donnée comme variété singulière. On peut d'abord chercher àconstruire (principe de Picard) une telle fonction dans le cas. d'apparence
tière tmr Simfl6' d'Une Stmle S°UrCe frontière> tout le reste de cette fron-
tion On

mai."te,nu f1 zero- 11 faut imaginer aussi des sources d'absorp-
•' ?' qlleJ1'arbltraire qui préside au choix des sources

danTle
vo

dlSCnTner les modes de variation de la fonction harmoniquedans le voisinage de ces sources mêmes ; c'est de là que provient l'important« principe de la separation des croissances ».
Le laplacien se transforme avec le dàn variables, d'où des équationsidaires de 1 equation de Laplace étudiées dans le fascicule X du Mémorial

n-' !U i' Quant à la méthode absolument générale elle tend à s'affranchir des quations intégrales, introduisant trop de restrfcSL
propr sî eirnnature et non au problème, et à recourir à l'équation auxes fonctions preharmoniques; ces fonctions sont uniquement définies auxnœudsd un reseau par des valeurs moyennes de'celles prises aux nœudsSimTiS ren°nC!Ü

& FfnalySe bibli0^PWqueenabordanT
cemerveilles de 1 Analyse mathématique. Nous n'apprendrons d'ailleurs àpersonne combien est grand le retentissement des travaux de M Boulisand •P r

°e et.bnllant géomètre vient de faire un cours étendu à l'Université'
Är • rTubliéUenr 92fd" 7 n°raU Mém°ire ^
Mathématiques,;. Nul doute £ £ÄtÄÄ S
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