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Une bibliographie de 67 pages termine le volume. La figure 41, pour
nettement distinguer divers chemins d’intégration, a été tirée en trois
couleurs. Merveilles d’impression engendrées par une merveille mathéma-
tique.

A. BurL (Toulouse).

Th. D& Donper. — Théorie mathématique de ’électricité. Premiére partie:
Introduction aux équations de Mazwell, rédigée par C. Van LERBERGHE. —
Un volume in-4° de 200 pages et 82 figures. Prix : 45 fr.; Gauthier-
Villars et Gie, Paris, 1925. ‘

Ce bel ouvrage, présenté comme une Introduction aux équations de Max-
- well, est & coup siir, de ceux dont ’étude conduit, par la voie physique et
tangible, aux plus récentes théories de la Physique mathématique moderne.
Il y avait beaucoup dans I’ceuvre de Maxwell ; ¢’était un électromagnétisme
renouvelé, a conséquences électroptiques que Hertz ne devait confirmer
qu’un quart de siécle plus tard.

Il y avait aussi, ce qui ne fit apercu que beaucoup plus tard encore, des
possibilités de compléments électrogravifiques. N’anticipons pas sur cette
immense synthése ; il ne s’agit ici que de la partie électromagnétique 2llant
jusquw’au seuil de I’électroptique, mais chacun sait que M. De Donder est
egalement auteur d’une Gravifique einsteinienne et la comparaison fournit
Poccasion de remarquer, une fois de plus, que les considérations quadri-
dimensionnelles et non euclidiennes de la Gravifique n’interdisent nulle-
ment 'usage de I’espace et du temps ordinaires. Cet espace et ce temps
semblent constituer des cadres élémentaires et rigides dont tous les phéno-
ménes ne s’accommodent pas avec une égale facilité ; nous commencons ici
par ceux qui s’en accommodent aisément et 1a meilleure maniére de parvenir
aux autres est, sans doute, de bien étudier les premiers.

L’enchainement logique de ’ceuvre parait de toute premiére qualité et
Pesprit synthétique se trouve bien suffisamment satisfait rien que par les
nombreux parallélismes qu’offrent les phénomenes électriques et les phéno-
menes magnétiques. :

Mais venons & une analyse détaillée pour laquelle nous respecterons la
division en trois Livres adoptée par ’auteur. '

Livre I : Le champ électrostatique. — L’étude d’un tel champ commence
par des généralités qui sont les mémes que celles relatives & ’attraction
newtonienne ; ¢’est aussi ’occasion de faire connaissance avec les éléments
du Calcul vectoriel. Au potentiel et a la force électrique qui en dérive
s’associe immédiatement la force électromotrice qui, elle, est relative & une
ligne du champ. Le flux de force & travers une surface (théoréme de Gauss)
_se presente trés élégamment avec la notion géométrique d’angle solide.
Aprés la loi de Coulomb se manifestent les premiéres équations de dimen-
sions, puis la conservation de Pénergie électrostatique ainsi que I’égalité
de I’action et de la réaction. ’

En principe. tout ceci doit pouvoir s’étendre au cas ou la répartition
électrique devient continue, soit en volume; soit en surface. Mais les choses
he vont pas sans minuties de continuité qui se traduisent par des différences
essentielles suivant la position des éléments potentiés par rapport aux
ensembles potentiants. Le type de tels résultats est le fameux théorémne de
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Poisson qui exprime une discontinuité des dérivées secondes du potentiel V
quand on péneétre dans les volumes électrisés.

Avant d’aborder les dérivées partielles du potentiel di & une surface
electrisée, il est nécessaire d’étudier une intégrale en td @ ot dw est 1’ angle
solide elementalre

L’analyse en a toujours été délicate, mais M. De Donder la résume en
une régle mnémonique trés simple. Le rot F de la formule de Stokes est
interprété cinématiquement comme une vitesse angulaire (tourbillon ou
Wirbel de Helmholtz). Enfin, toujours quant au point potentié tendant vers
un point P d’une surface électrisée, il faut signaler les théorémes de la résul--
tante normale bien déterminée et de la résultante tangentielle qui, au con-
traire, dépend de la loi suivant laquelle une plage entourant P tend vers ce
point. Un remarquable exemple d’indétermination est donné en opposant
aux plages circulaires de centre P d autres plages ayant subi une ablation
segmentaire.

Arrivons a la théorie des conducteurs parfaits caractérisés intérieurement
par un potentiel V constant.

Les questions dominantes concernent ici ’influence ; elles entrainent des
problémes de Dirichlet. A noter le réle du conducteur faisant écran électrique
~ par rapport & une cavité. Avec les charges et les capacite’s mutuelles de deux
conducteurs s’introduit une analyse de déterminants qu ’on pourrait retrou-
ver en beaucoup de questions mais qui a surtout été mise a la mode par la
Gravifique.

L’étude de la repartltlon deolaLre peut se ramener, a divers points de
vue également ingénieux, & celle de la répartition e]eotrlque continue ; on
peut parler de fluide fictif équivalent & un ensemble de dipéles. La déﬁnition
de la force électrique H est facile & conserver ; il en est de méme pour la
résultante électrique R, mais, dans le cas ot le point potentié P est a I’inté-
rieur d’un volume polarisé, cette résultante dépend de la forme de 1’alvéole
constitué autour de P; d’ou des études élégantes et & caractére presque
exclusivement géométrique pour différentes formes alvéolaires (cylindre
allongé, cylindre aplati, sphére, ellipsoide).

Ceci est tres important et fort original. M. De Donder donne méme
{p. 77) des formules explicites et d’une symétrie remarquable qui montrent,
comment, en général, R differe de H. Et ce qui est ainsi établi, pour force
et resultante électriques, se retrouvera, plus loin, pour force et résultante
magnétiques.

Le cas de ’alvéole cylindrique aplati condult a un vecteur formé linéai-
rement avec H et I'intensité de polarisation P.

Ce vecteur B est l’induction électrique ot le déplacement de Maxwell ; il
donne des théorémes analogues a ceux concernant H.

C’est ainsi qu’il y a un théoréme de Gauss pour le flux d’induction et un
théoréme de Poisson divB = 4mp.

Le potentiel oecteur électrigue 1 donne un potentiel vécteur de polarisation
V4 tel que rot1l = V¢,

I1 est naturellement di aux dipdles et sa divergence est nulle.

L’évaluation de ’énergie electrostathue peut étre dite mwroscoplque,
sil’on tient compte des dipdles, macroscoplque dans’le cas contraire, mais les
deux choses se lient aisément grice au fluide fictif qui représente l’etat pola— ;
risé et al’idée d’énergie localisée due & Maxwell. |

Un diélectrique, parfait, homogéne et isotrope, a une intensité de polarisa-
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tion P de la forme PO ++ kH si PO est 1a polarisation rémanente et I la suscep-
tbilué. Cette formule binome classe immédiatement les diélectriques en
polarisés, doux paraélectriques, douz diaélectriques, permanents, non polari-
sables. La encore, les densités fictives obéissent a des Jois linéaires trés sim-
ples et & une équation de Poisson généralisée ; aux surfaces de contact entre
conducteurs et diélectriques apparaissent des conditions aux limjtes qui ont
déja notablement exercé le talent mathématique. Pour les diélectriques
solides, la théorie des péles est une géométrie des charges tout a fait analogue
a la géomeétrie des masses dans la théorie des centres d’inertie. _

Une couche de glissement, dans un volume d’abord neutralisé, provient
d’une translation infiniment petite de I'un des fluides, du fluide positif, par
exemple. Evidemment le caractére dipolaire doit immeédiatement apparaitre,
mais il apparait alors d’une maniére infinitésimale particuliérement simple;
des interprétations par répartition superficielle s’offrent sans peine dans les
cas remarquables de la sphére de Mossoti et de 1’alvéole sphérique.

Pour Pellipsoide, il faut bien connaitre la théorie du potentiel ellipsoidal
ou avoir quelque idée des coordonnés elliptiques mais le paragraphe contient
tout ce qui est nécessaire a cet égard. Les esprits comparateurs pourront se
reporter aux Legons sur I’ Electricité et le Magnétisme de P. Duhem ou au
Traité de Mécanique de M. P. Appell.

Au sujet de la répartition dipolaire en surface, nous retrouvons les surfaces
génératrices de discontinuités pour la force electrique ; il y a toujours une
réfraction de la force électrique, phénoméne que la dipolarité ne parait pas
compliquer de maniére spéciale.

Livre II: Le champ électromagnétique stationnaire. — Nous abordons
Pélectricité en mouvement stationnaire avec la notion fondamentale de
courant de convection C = @V. Ces courants se peuvent considérer dans les
volumes et sur les surfaces, d’ou une dualité rendue particuliéerement mani-
feste par M. De Donder qui a été jusqu’a diviser les pages en deux parties
pour présenter, a gauche, les propriétés du courant spatial et, & droite, en
regard, avec comparaison faite alinéa par alinéa, les propriétés correspon-
dantes du courant superficiel. ' |

Le rotor du potentiel vecteur conduit a la force magnétique aisément
exprimable, & son tour, sous une forme intégrale qui constitue la lo; de
Biot et Sapart. ,

Les relations maxwelliennes commencent A apparaitre dés que 1’on
cherche a lier potentiel vecteur, force magnétique et courant de convection.
Notons encore qu’au tube de courant spatial correspond le ruban de courant
superficiel. Au courant élémentaire dJ, passant dans le tube ou dans le
ruban, correspond encore une expression intégrale en e (A)dJ soit ©.
Alors @ (A) est de la nature d’un angle spatial et la force magnetique JC est

— grad ©.
 On a ainsi un potentiel scalaire © di aux courants fermés J.

La torce magnétomotrice s’introduit par intégration de la force magn etique
le long d’une ligne fermée du champ.

La considération des conducteurs parfaits nous amene a la loi de Laplace,
au théoreme d’Ampére, href aux forces mecaniques agissant entre éléments,
de courant ; I’accord avec les idées energétiques de Maxwell est bien digne
d’étre remarqué. :

,’La répartition dipolaire magnétique, en volume et en surface, rappelle
’étude précédemment faite dans le cas dipolaire électrique. On voit d’abord
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qu’a grande distance un courant fermé donne le méme potentiel qu’un dipéle
fictif & charges magnétiques.

Il 'y a un potentiel vecteur de polarisation magnétique interprétable
aussi par les courants fictifs et une energie magnétique saisissable tantot
microscopiquement, tantot macroscopiquement. ~

Les poles magnétiques, les couches de glissement, les doubles couches
magnétiques reviennent toujours comme dans la théorie dipolaire électrique ;
il n’y a méme pas lieu de trop insister sur ces analogies, car ce serait paraitre
croire que I’électromagnétisme est découvert d’hier. Répétons plutot que
Maxwell et les théoriciens les plus modernes peuvent prétendre a 1’accord
le plus esthétique avec des devanciers déja lointains, tels Laplace et Ampére.

Livre III : Le champ électromagneétique variable. — Il s’agit maintenant

du champ 4 support matériel invariable, mais en lequel les modifications -

electromagnétiques peuvent étre quelconques. 11 est régi par les équations
de Maxwell proprement dites, lesquelles proviennent, en partie, de conser-
vations de propriétés des inductions électrique et magnétique, d’autre part,
de variations de ces propriétés faites d’accord avec les vues de Faraday, le
tout harmonisé par une symétrie vectorielle assurant, une fois de plus, le
rapprochement entre 1’électricité et le magnétisme.

A noter que ces fameuses équations de Maxwell, prises ici sous une forme
aussi générale que possible, n’en sont pas moins du type analytique qui
correspond & I’évanouissement de devx intégrales doubles portant chacune
sur une forme différentielle du type ' '

Ml.}.dxl.dxj avec M, —=— M. |

et 7, j prenant les valeurs 1, 2, 3, 4. Ceci est d’une grande importance pour
Vélectrogravifique. CGf. L’Ens. math., T. 24, 1924-25, p. 203.

A ces équations différentielles s’associent immédiatement des théorémes
intégraux ; elles sont accompagnées par des conditions aux limites d’une
étude plus épineuse que celle des équations mén es, ce qui, répétons-le, ne
surprend plus les mathématiciens de la Physique. Elles sont, par contre,
heureusement transformables, grace aux potentiels électromagnétiques, en
équations dalembertiennes, out I’on retrouve les formes 4 la Poisson intuiti-
vement étendues.

Elles s’accompagnent égslement d’un théoréme concernant la conserva-
tion de Pénergie, théoréme qui se présente sous une forme intégrale assez
complexe tenant compte de Deffet Joule, de 1’énergie électromagnétique,
des énergies mises en jeu par les forces electriques, des énergies dissipées par
hystéréses électrique et magnétique.

La somme de toutes ces variations d’énergies, par unité de temps, est une
intégrale portant sur le pecteur radiant de Poynting.

Enfin, on sait que Maxwell a imaginé toute une mécanique de tensions

et de pressions ressemblant a celles de 1’élasticité, mais ne provenant -

cependant que de I’action du champ électromagnétique. Les vecteurs s’y
elevent & la dignité de tenseurs, ce qui fait d’ailleurs percevoir la marche
parfaitement continve qui a prolongé I’Electromagnétisme par la Gravi-
fique. Et nous voici parvenus 4 la fin de ce premier et magnifique volume
ou la plus grande généralité possible a certainement voisiné partout avec la
simplicité maximum. N’oublions pas cependant les derniéres pages avec leurs
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riches tableaux d’unités et de dimensions; ces tableaux sont - d’ailleurs
suivis d’explications permettant des choix aisés suivant la nature des sim pli-
fications que I'on peut avoir A souhaiter. Citons aussi, dans cet ordre
d’idées, le systéme de Lorentz-Heaviside qui donne aux équations de Max-
well la forme vraisemblablement la plus réduite.

Un autre tableau récapitulatif des opérations vectorielles contient de .

véritables définitions de ces opérations. On voit que partout se révele le
souci d’étre complet. Un tel ouvrage manquait aux physiciens et aussi
aux mathématiciens intéressés par la Gravifique mais insuffisamment
érudits en PElectromagnétisme qui y a conduit.

A. BurL (Toulouse).

M. LecAat. — Coup d’ceil sur la Théorie des Déte'rminants supérieurs dans
son état actuel. — Un fascicule grand in-8° de 60 pages. Prix : 10 francs.
F. Ceuterick, Louvain, 1926. '

Le prodigieux travail de M. Maurice Lecat, sur les déterminants an
dimensions, est universellement connu. Le fascicule que nous signalons ici
n’est d’ailleurs qu’un résumé devant servir de préface a un grand et nouvel
ouvrage en trois volumes.

Le sujet est ingrat, mais d’une maniére assez spéciale ; il ne est certaine-
ment pas intrinséquement et a été jugé tout autrement par Cayley, Sylvester
Kronecker..., en attendant qu’il enthousiasme M. Lecat lui-méme. I1 est
ingrat, parce que des préventions assez injustes sont dressées contre lui;
on le croit pauvre en applications. De plus, il nécessite, dans I’hyperespace,
un sens topologique particuliérement précis. Alors qu’en géométrie a
n dimensions on peut souvent raisonner sur des étendues continues, sans en
localiser bien exactement les éléments, on ne saurait se permettre un tel
vague avec des matrices dont les éléments ont besoin d’étre exactement
localisés pour avoir un signe précis ou une signification non équivoque. Ce
n’est plus ’hyperespace défini en vertu de generalités analytiques; c’est
Palgébre méme qui envahit cet hyperespace, au lieu de se borner 4 le repré-
senter. Or, il suffit de dépeindre les choses de cette maniére pour aveir
confiance en la théorie. Ce n’est pas au moment ou les extensions géométri-
ques de tout genre font florés qu'une extension algébrique peut continuer
a souffrir d’un singulier ostracisme.

D’ailleurs, les meilleurs auteurs qui ont écrit sur les déterminants 3 deux
dimensions, méme dans des ouvrages classiquement rédigés et déja assez
loin de nous au point de vue historique, ont tenu a honneur de présenter les
permutations a deux indices d’une maniére qui appelle manifestement le
cas d’indices en nombre quelconque. Tel est, par exemple, le cas de M. Man-
' sion qui, non seulement, place ses Eléments de lg T'héorie des Déterminants
(1883) sous les auspices de la fameuse devise de Sylvester, reprise par
M. Lecat, « Algebra upon algebra », mais qui, dans une note (p. 22), indique
nettement la génération extensive et logique des déterminants supérieurs
avec citation de ses principaux créateurs. 1 extension en litige a donc de
profondes racines dans le passe ; les abondants rameaux qu’elle peut donner
a I'heure actuelle résultent d’une évolution naturelle qui ne peut tourner
qu’a I'avantage de 1’Algébre. ’

A. BunrL . (Toulouse).
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