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plus simples, a termes quadratiques par exemple. Puis, voici diverses condi-
tions pour qu’une f (z) soit développable en série de fractions rationnelles
a péles donnés. De mieux en mieux, nous atteignons les conditions pour
qu’une fonction entiére puisse rester bornée sur I’axe réel puis sur des demi-
droites issues de l’origine et séparées par des angles égaux. En somme, il y
a 14, pour les fonctions entiéres, des lemmes de croissance qui sont lemmes
de comparaison avec des expressions algébriques, trigonométriques...,
généralement d’une simplicité et d’une originalité remarquables.

Cette impression s’accentue encore avec le Chapitre I1I relatif & la repré-
sentation par des polynomes de fonctions anclytiques a singularité donnée.
Les théoremes curieux abondent.

La comparaison, avec une certaine sulte geometmque de la meilleure
approximation par polynomes, d’une f (z), conduit & une ellipse d’holo-
morphie pour cette f(z). La singularité donnée peut étre algébrique, lo-
garithmique, essentielle, ce dernier cas étant naturellement le plus com-
pliqué de beaucoup; toutes les fois que le probléme peut se résoudre, il
Pest par des formules élégantes et simples. Le sujet a suscité également

- de beaux travaux de M. de la Vallée Poussin. M. Bernstein s’efforce plutot

de compléter que de reproduire ceux-ci.

Deux Notes terminent 1’ouvrage. Dans la premiére, le savant auteur
définit la fonction analytique dans le domaine réel, par la forme continue
de son approximation polynomiale ; a une forme analogue mais discontinue
correspond la fonction quasi-analytique. Ceci conduit & des théorémes dus
a MM. Hadamard, Denjoy, Carleman, ainsi qu’a M. Bernstein lui-méme.
La seconde Note a trait aux propriétés exceptionnelles des fonctions
entiéres de genre zéro. On peut conclure, croyons-nous, que I’ouvrage est
un des meilleurs qui soient quant au rattachement du réel a ’analytique ; il
est, en son genre, aussi peu abstrait que possible, puisqu’il recherche dans
les f (z) ce qui permet de les représenter pour le mieux en z. Et la représen-
tation éclaire souvent blen des points obscurs dans le champ complexe. "

A. BunL (Toulouse).

J. HApAMARD. — Cours d’Analyse prbfessé a I’Ecole Polytechnique. Tome I.
Premier fascicule. — 1 vol. gr. in-8° de 336 pages. Prix de la souscription
au tome complet : 60 francs. J. Hermann. Paris. 1925.

On a souvent dit que le Cours d’ Analyse de I’Ecole Polytechnlque publié
autrefois par Camille Jordan, était aussi bien le Cours du Collége de France.
On peut affirmer hautement que cette assertion restera vraie, avec plus de
force encore, pour le cours de M. Hadamard. C’est de la rigueur présentée
avec une élégance incomparable, ce qui saute aux yeux dés la Premiére
Partie consacrée a4 des Compléments de Calcul différentiel. La plupart des
choses enseignées en Mathématiques spéciales sont généralement admises,

mais complétées en leurs points faibles avec une stireté d’apercus et une conci-

sion frappantes. Par exemple, nous voyons d’abord, comment une dérivée
seconde peut, & l'instar d’une dérivée premiére, étre considérée comme un
quotient. ’

Les Jacobiens sont susceptibles d’une interprétation géométrique ot
intervient I’étendue, & deux ou trois dimensions, associée & des segments
infiniment petits, interprétation qui, réciproquement, permet d’orienter
rigoureusement de tels segments les uns par rapport aux autres.
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Sur des surfaces, un élément de fonction peut étre prolongé jusqu’a
Pobtention d’ordonnées multiples, sans que l’on ait, pour cela, besoin de
franchir des contours apparents.

Les changements de variables sont appliqués a I’équation des cordes
vibrantes et conduisent aux transformations de contact ; quand de telles
‘transformations changent une surface en une ligne, celle-ci peut étre consi-
dérée comme une surface canal trés déliée.

Enfin, la délicate théorie des maxima ou minima des fonctions de plusieurs
variables méne & la théorie des valeurs stationnaires qui permet notamment
de passer de la notion de forme quadratique a celle de forme adjointe.

Avec la deuxiéme partie du fascicule nous passons aux Principes du Calcul
intégral. '

Il faut montrer que la notion géométrique d’intégrale définie, que 1’on
peut parfaitement conserver en vue des besoins les plus immédiatement
utilitaires, est cependant susceptible d’extensions logiques qui éclairent sa
véritable nature. Les conceptions, si étroitement unies, de continuité et de
bornes dans un intervalle demandent d’abord une exposition serrée suivie
de la notion de continuité uniforme plus précise, en apparence, que celle de

A

continuité pure et simple, mais pouvant cependant se ramener A cette

derniére. Alors seulement la fonction bornée intégrable pourra étre batie sur

un terrain inébranlable ou 1’on retrouvera logiquement les propriétés de
Vintégrale d’abord concues intuitivement. Une généralisation maintenant
abordable est celle de Stieltjes ; il s’agit d’intégrales qui porteraient sur des
élements f (x) g’ (x) dz et qui n’auraient rien de nouveau si g (z) avait tou-
jours une dérivée, mais qu’on peut précisément s’arranger & conserver
quand celle-ci disparait. Et voila un chapitre, trés clair et méme trés court,
qui n’en suffit pas moins pour aller Jusqu’aux pensées profondes dues a
Riemann et généralisées, au début du siécle, par M. Lebesgue.

Pour les intégrales indéfinies, notons la remarque d’Hermite permettant
Pintégration d’une fraction rationnelle sans connaissance des racines du
dénominateur pourvu que Iintégrale soit egalement rationnelle. Ensuite,
nous passons a I’étude des intégrales hyperelliptiques. ' '

Les intégrales définies conduisent & lintégration des séries, d’ou les discus-
sions nécessaires de la convergence uniforme, puis aux méthodes d’inté-
gration approchée avec de curieux compléments sur les corrections succes-
sives qu’on peut leur faire subir. Ces corrections sont capricieuses ; leur
demander trop, c’est parfois les compromettre, c’est faire usage de séries
dpparemment convergentes dans leurs premiers termes, mais finalement
divergentes. La notion d’intégrale définie demande ensuite & étre étendue
au cas des limites infinies et au cas des infinis de la fonction & intégrer. C’est
loccasion de préciser la notion d’espéce pour les intégrales hyperelliptiques.

Les intégrales multiples, présentées trés simplement au point de vue
physique, n’en offrent pas moins quelques difficultés, deés qu’il faut quitter
ce point de vue. Ces difficultés tiennent notamment aux variétés d’infinitude
et aussi & la question de V’interversion des intégrations toujours délicate deés
que vient & disparaitre un sens physique manifestement indépendant d’un
ordre de variables. Aprés intégration et la dérivation sous les signes somma-
toires, la question des lignes et surfaces d’infinitude est briévement traitée,
d’ailleurs sur d’élégants exemples. S »

Reste une troisiéme partie. C’est une application des proprjétés des
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intégrales. Calculs d’intégrales. Fonctions eulériennes. Intégrales de Dirich-
let. Volume de I’hypersphere.

Un dernier et important chapitre est consacré aux séries trigonométriques.
C’est d’abord lintégrale de Dirichlet qui s’y associe, puis le procédé de
Fourier pour la formation des coefficients. En gros, de tels développements
s’appliquent aux fonctions intégrables évidemment beaucoup plus générales
que celles susceptibles d’'un développement taylorien pour lesquelles la
dérivation doit étre indéfiniment possible. M, Hadamard a donné d’ingé-
nieux exemples de lignes brisées représentables trigonométriquement.
Sous le nom de « phénomene de Gibbs », il étudie la représentation d’une
discontinuité, en x = ¢, par une somme Sy, (z) de termes qui ne devient la
série compléte que pour n -croissant indéfiniment. Or, des bizarreries se
manifestent suivant les maniéres de faire tendre z, vers ¢, et n, vers 'infini.
Le phénoméne de Gibbs est ’exagération du saut de ’ordonnée dans les
approximations ainsi envisagées. .

Nous en resterons 1a en attendant la publication du fascicule qui termi-
nera ce beau volume. Non seulement un tel ouvrage sera comme le pain des
esprits logiques, mais il sera pour tous un instrument de travail de premier
ordre ; il contient de nombreux exercices placés non a la fin des chapitres,

. mais mélés & ceux-ci, indiquant ainsi & chaque pas la réflexion a faire dans un

esprit que le lecteur pourra rendre personnel. Décidément le cours de I’Ecole
Polytechnique conduira facilement sur les bancs du Coliége de France.

A. Buri (Toulouse).

G. Juver. — Mécanique analytique et Théorie des Quanta. — Un volume
gr. in-8¢ de vi-154 pages. Prix : 20 francs. A. Blanchard. Paris. 1926.

Pour situer commodément ’analyse de cet intéressant ouvrage, je suis
tenté de renvoyer le lecteur & mon second article sur La Pédagogie des
Théories d’Einstern, publié dans le précédent volume de cette Revue. Je
montrais notamment (p. 201) qu’aux symétries stokiennes, sur lesquelles
on peut faire reposer les théories d’Einstein, s’associent naturellement
des symetries antistokiennes qui donnent naissance aux équations canoniques
de Jacobi et Hamilton, ainsi qu’aux propriétés essentielles de ces équations.
A ce point de vue, la mécanique einsteinienne et la mécanique analytique
classique se font pendant avec la plus remarquable esthétique.

Or, la théorie des quanta nous méne a la mécanique analytique, parce que
c’est la moderne théorie de ’atome & constitution corpusculaire, & noyau
solaire central autour duquel gravitent de plus minuscules électrons. Il y a
de grandes différences entre un tel systéme et un systéme planétaire astro-

- nomique, ne serait-ce que parce que les corpuscules planétaires du premier

ont des charges de méme signe, d’olt il suit qu’ils ne sont attirés que par le
noyau central, mais qu’ils se repoussent entre eux. N’importe ; les méthodes
générales exposées par Henri Poincaré dans ses Méthodes nouvelles de la
Meécanique céleste trouvent ici un nouveau champ d’application et il faut
alors commencer tout naturellement par ’analyse des équations canoniques.
Il n’est pas impossible que Poincaré ait prévu cela un peu avant sa mort ;
il nous a laissé, dans cet ordre d’idées, des lignes fort suggestives, ol il était
déja question de quanta. Mais assurément, il ne pouvait en prévoir tant
quand ‘il se lancait dans la Mécanique céleste avec son fameux mémoire
de Stockholm et, cependant, c’est cela qui maintenant triomphe une fois
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