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un dernier chapitres provenant d’un cours de M. E. Borel, rédigé par
M. H. Mineur. Le premier chapitre a trait aux propriétés essentielles des
formes linéaires et quadratiques ; le dernier traite de la géométrie de Cayley.

Il s’agit alors de formes quadratiques au sens algébrique de cette expres-
sion ; les absolus sont des coniques, des quadriques..., tandis que les théo-
ries riemanniennes et einsteiniennes du corps de I’ouvrage exigent ’étude de
formes différentielles quadratiques, notamment de ds2. Mais il s’agit évidem-
ment, dans les deux cas, de généralisations des concepts géométriques
€lémentaires ; les deux choses sont & rapprocher le plus possible. Félicitons-
nous, encore une fois, de les voir passer dans Penseignement officiel, & I’abri
de noms dont Pautorité n’est contestée par personne,

A. Bunr (Toulouse).

S. BERNSTEIN. — Le¢ons sur les propriétés extrémales et la meilleure approxi-
mation des Fonetions analytiques d’une variable réelle, professées a la
Suvrbonne. — Un volume gr. in-8° de x-208 pages. Prix : 50 francs.
Gauthier-Villars et Cie, Paris. 1926.

Pour bien situer cet ouvrage, il conviendrait peut-étre de rappeler un
théoréme de Weierstrass sur la representation approchée, par fonctions
entieres, de fonctions, analytiques ou non, pouvant.former des ensembles
étendus. Ce théoreme a déja joué un roéle important dans les Legons sur les
Fonctions de pariables réelles publiées, en 1905, par M. Emile Borel, dans sa
« Collection de Monographies » ou, d’ailleurs, le présent volume de M. Bern-
stein est également piblié. Mais il s’agit ici de précisions, dues particuliére-
ment aux idées de Tchebyscheft, aupres desquelles le théoréme de Weier-
strass ne semble plus qu’une généralité assez diffuse.

- D’abord, comme le remarque I’auteur, il est évident qu’on ne peut parler,
sans précautions spéciales, de convergence uniforme sur ’axe réel et il faut
étendre cette notion a cet axe. Le polynome est également généralisé et
devient une somme de termes tels que a;®; (x), les @; étant bornées et
continues sur de certains segments. )

Bien entendu, ces expresisons peuvent devenir des polynomes ordinaires
en lesquels on retrouve celui de Tchebyscheff qui s’écarte le moins possible
de zéro sur le segment A (— 1, 4 1). Puis, de ce probléme fort particulier,
nous nous élevons de nouveau a des genéralités de plus en plus étendues
avec les cas ol le polynome cherché satisfait 3 des conditions extérieures
a A, comme d’avoir, hors de A, des valeurs ou des racines données.

Les ¢; peuvent également devenir des fractions rationnelles, des fonctions
circulaires... ; il y a, pour les polynomes généralisés, une régle de Descartes
généralisée, et, dans le méme ordre d’idées, des polynomes oscillatewrs qui se
prétent notamment 4 la représentation de le. Enfin, on peut ‘chercher &

construire les polynomes d’approximation en tenant compte de propriétés

imposées & leur dérivée. Tout ceci forme un premier chapitre se rapportant
aux segments finis. |

Avec le chapitre II, nous considérons les propriétés extrémales sur tout
Uaxe réel des fonctions dépendant d’un nombre fini ou infini de paramétres.
Ici, d’ingénieuses bropositions se présentent d’abord pour certaines fractions
algébriques dont le numérateur est un polynome et dont le dénominateur
est 1a racine carrée d’un autre polynome. On étudie de méme des fractions
rationnelles compliquées qui ne s’écartent que faiblement de types beaucoup
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plus simples, a termes quadratiques par exemple. Puis, voici diverses condi-
tions pour qu’une f (z) soit développable en série de fractions rationnelles
a péles donnés. De mieux en mieux, nous atteignons les conditions pour
qu’une fonction entiére puisse rester bornée sur I’axe réel puis sur des demi-
droites issues de l’origine et séparées par des angles égaux. En somme, il y
a 14, pour les fonctions entiéres, des lemmes de croissance qui sont lemmes
de comparaison avec des expressions algébriques, trigonométriques...,
généralement d’une simplicité et d’une originalité remarquables.

Cette impression s’accentue encore avec le Chapitre I1I relatif & la repré-
sentation par des polynomes de fonctions anclytiques a singularité donnée.
Les théoremes curieux abondent.

La comparaison, avec une certaine sulte geometmque de la meilleure
approximation par polynomes, d’une f (z), conduit & une ellipse d’holo-
morphie pour cette f(z). La singularité donnée peut étre algébrique, lo-
garithmique, essentielle, ce dernier cas étant naturellement le plus com-
pliqué de beaucoup; toutes les fois que le probléme peut se résoudre, il
Pest par des formules élégantes et simples. Le sujet a suscité également

- de beaux travaux de M. de la Vallée Poussin. M. Bernstein s’efforce plutot

de compléter que de reproduire ceux-ci.

Deux Notes terminent 1’ouvrage. Dans la premiére, le savant auteur
définit la fonction analytique dans le domaine réel, par la forme continue
de son approximation polynomiale ; a une forme analogue mais discontinue
correspond la fonction quasi-analytique. Ceci conduit & des théorémes dus
a MM. Hadamard, Denjoy, Carleman, ainsi qu’a M. Bernstein lui-méme.
La seconde Note a trait aux propriétés exceptionnelles des fonctions
entiéres de genre zéro. On peut conclure, croyons-nous, que I’ouvrage est
un des meilleurs qui soient quant au rattachement du réel a ’analytique ; il
est, en son genre, aussi peu abstrait que possible, puisqu’il recherche dans
les f (z) ce qui permet de les représenter pour le mieux en z. Et la représen-
tation éclaire souvent blen des points obscurs dans le champ complexe. "

A. BunL (Toulouse).

J. HApAMARD. — Cours d’Analyse prbfessé a I’Ecole Polytechnique. Tome I.
Premier fascicule. — 1 vol. gr. in-8° de 336 pages. Prix de la souscription
au tome complet : 60 francs. J. Hermann. Paris. 1925.

On a souvent dit que le Cours d’ Analyse de I’Ecole Polytechnlque publié
autrefois par Camille Jordan, était aussi bien le Cours du Collége de France.
On peut affirmer hautement que cette assertion restera vraie, avec plus de
force encore, pour le cours de M. Hadamard. C’est de la rigueur présentée
avec une élégance incomparable, ce qui saute aux yeux dés la Premiére
Partie consacrée a4 des Compléments de Calcul différentiel. La plupart des
choses enseignées en Mathématiques spéciales sont généralement admises,

mais complétées en leurs points faibles avec une stireté d’apercus et une conci-

sion frappantes. Par exemple, nous voyons d’abord, comment une dérivée
seconde peut, & l'instar d’une dérivée premiére, étre considérée comme un
quotient. ’

Les Jacobiens sont susceptibles d’une interprétation géométrique ot
intervient I’étendue, & deux ou trois dimensions, associée & des segments
infiniment petits, interprétation qui, réciproquement, permet d’orienter
rigoureusement de tels segments les uns par rapport aux autres.
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