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CLASSIFICATION DES QUADRIQUES 51

La tangente en A, est la droite homologue de la courbe T,
passant par A,. | o

La tangente en un sommet quelconque du faisceau I'yq est la
tangente & la courbe I',_; homologue de la droite A, joignant A,
au sommet considéré.

Cette propriété constitue, en se placant A un autre point de
vue, une nouvelle généralisation du théoréme de Chasles.

Inversement il est immédiat que le lieu des points d’inter-

section de deux tels faisceaux homographiques est une courbe
algébrique d’ordre << n. '

LA CLASSIFICATION DES SURFACES
DU SECOND ORDRE
AU MOYEN DE LEURS GENERATRICES

PAR

H. G. Green, M.A.
(University College, Nottingham, England).

t.— Dans cette étude nous nous proposons d’établir la
classification des quadriques au moyen de leurs génératrices
rectilignes en mnous affranchissant des restrictions concernant
les axes de référence. Cette méthode a en outre I'avantage de
conduire & des équations dont Pemploi est particuliérement
utile lorsqu’il s’agit de la résolution numeérique de problémes
relatifs aux quadriques.

2. — Notation. Prenons I’équation générale du second degré
sous la forme

FEuQ-}—ul-l—uO:O,
ou |

u

If

ax® 4+ by? 4 ¢z2 + 2fyz + 2gzx 2hxy
2ux + 2vy + 2wz |
U, = d .

u

If

1
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- Soient

a h g u

a h g
b f v

D = h b S = o ,

g f ¢ w

o c
s I l u v w d

et A, B, G, F, G, H les coefficients de a, b, ¢, f, g, & dans le
développement de D. Pour abréger nous représenterons 1’équa-
tion du plan par P=0, Q =0, L =0, M = 0, etc., et les
projections sur un des plans coordonnés des intersections de ces
plans avec un plan arbitraire par p =0,¢ = 0,1 =0, m = 0,
ete. : '

L —D 0.

Nous supposerons d’abord D == 0 (u, n’est pas un produit de
facteurs linéaires). :
3. — On peut mettre F —0 sous la forme

u, — ‘kui‘ + kuf 4 u, + ", = 0,

ou k est un nombre.

Considérons I’équation u, — ku? = 0, qui est homogeéne et du
second degré. Elle représente un cone dont u;, = 0 est un plan
de double contact avec le cone u, = 0. Pour discuter cette
- équation on peut employer exactement les mémes méthodes
que celles de la géométrie des coniques.

4, — La condition pour que u, — ku? soit un produit de fac-
teurs 11nea1res est '

| a — &4hu® h — 4kuy g — bGhkuw
h — bGkuy b — &ko? f— &kvw — 0 ,
g — bkuw f— &4hvw o — bl

qui se rameéne & ,
' D + 4k(S — dD) = 0 ,

ou D, S sont définis comme ci-dessus.
Si S — dD £ 0, nous obtenons pour k une valeur finie, pour
laquelle nous pouvons mettre u, — ku; sous la forme PQ ou-
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sous la forme -+ (P% 4 Q?), selon que les intersections du cone
avec le plan u, = 0 sont réelles ou imaginaires. De plus, puisque
u, n’a pas de facteurs, les plans P =0, Q = 0, qui passent
par l’origine ne sont pas identiques, et leur droite d’intersection
n’est pas située dans le plan u, = 0.

Nous pouvons remplacer kul + u, + u, par LM ou L = 0,
M = 0, sont deux plans paralléles au plan u; = 0, ou par
=+ (L2 4 ¢%) ou L = 0 est un plan paralléle au plan u; = 0 et
v est un nombre. . ,

5. — De ces différentes formes nous choisissons toujours la
réelle. Nous allons obtenir les expressions algébriques qui carac-
térisent les formes réelles, mais dans le cas numérique il est
plus simple de déterminer la forme désirée directement.

(ku; + uwy, + u,) a des facteurs réels et distincts L, M, si
Véquation kui + uy + u, = 0, étant du second degré en uy,
a des racines réelles, c¢’est-a-dire si

1> hhu, = bkd = dD/(dD — 8) .

Ceci est prouvé si d = 0.

51 d 5= 0, la condition est équivalente & S /dD < Oou>1.

51 S = 0, les racines sont égales. -

gvand les racines sont imaginaires ’expression est équiva-
et 1% & —}—(L2 + »2) ou ——(L2 + v?), selon que & est positif ou
ht‘ :
f:enant Pexpression dans sa forme convenable on peut écrire
la projection d’une intersection par un plan quelconque sous
Pune des formes Im = 0, 4-(2 + v2) = 0, —(2 4 »?) = 0, dans
la notation du § 2, qu’on peut ramener & une forme =+ l’2 + 1"
=0oul =0,1” = 0 sont paralleles, au plan u; = 0 et le signe
¢tant celui de k.

Quant & la discussion des facteurs de u, — ku;, nous allons

employer le résultat des coniques. Suwant la notation usuelle,
_ bX2 — 2AXY + aY?2

ab — h?
analogues; les facteurs sont réels si ab — A2 < 0.
Les facteurs P, Q seront réels si I'on a

posons u =

ou égal aux deux expressmns

(@ — 4ku?) (b — bho2) — (h — &kuv)? < 0 .
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Or , -
(@ — 4ku?) (b — 4kv?) — (h — &kuv)?
= ab — h%2 — e (bu? + av? — 2huy)
| dD — S
= ab — h? — D (bu® + av® — 2huy)
dD — S

_ C(Au® 4+ By? 4 Cu? -+ 2Fpw + 2Gwu 4 2Huy) — D(bu? av? — 2huv)
_ dD — S .
G + F22 | C202 L 2FCyw + 2CGwu 4+ 2GFuy
- db — S

_. (Gu 4 Fy 4 Cw)?
dD —S

de 14 la condition pour que P, Q soient réels est que dD — § < 0.

[Gu + Fo 4+ Cw ne peut pas étre zéro car, dans ce cas, les
deux termes pareils le seraient aussi avec les alternatives cor-
respondantes ou D = 0, ou g, ¢, w = 0 qui conduit 4 dD — S
= 0.] | .

Si dD — S est positif les facteurs sont imaginaires. Les
quantités de la forme a — 4ku® ont toutes le méme signe et
nous employons les formes - (P2 4 Q?) suivant qu’ils sont
positifs ou négatifs.

[On peut écrire I’expression caractéristique pour ce signe sous
la forme symétrique (a - & + ) — 4k(u? + @ + w?).]

6. — Cas spéciaux quand il faut modifier le procédé du § 4.

(1) Le terme u, ne se présente pas. Insérant quelque terme
de la forme ku; ou le plan u; = 0 ne touche pas le cone u, = 0,
F = u, — ku} + ku® + u, et nous pouvons procéder comme
ci-dessus.

(2) Sile plan u; = 0 touche le cone u, = 0 au point

x:j*:z:a:@:y
de sorte que

T QG{x(aa + kB + g7v) + y(ha + b3 + ) + z(ga + /B +‘ cy)§
= 2¢T pour abréger, ¢ étant une constante. Puisque («, £, y)
est sur le cone, u,(a, £, y) = 0, et
U, y, 2) + w(x, y, z) + u, = uy(x, y, z) + 267 + 0-2‘1(2(05, By y) + w,

| :112(.)c+ca,y+cﬁ,zf+cy)+uo.
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De la, en changeant l’origine au point (—oa, —of3, —0oy),
Péquation u, + uy + 4y = 0 est réduite a u, + uy = 0, du
type résolu au cas spécial (1). | |

[1l est facile de vérifier que dans tous ces deux cas spéciaux
dD — S = 0; et dans I’évaluation de k ou dans la détermina-
tion de la forme, on peut faire usage des valeurs de u, ¢, w qui
se rapportent au terme insére.|

7. — Analyse des formes obtenues par le procédé de § 4.
(A) La forme PQ 4+ LM = 0. |
Nous pouvons la mettre sous I'une des deux formes suivantes:

I

P = AL ) P
Q=—M/n )’ Q=—L/u |

ol A et p sont parameétres, et nous obtenons deux systémes de
lignes droites ou génératrices qui donnent la surface. Considérant
la section déterminée par un plan arbitraire, la projection sur
un plan coordonné est pg + Im = 0, une conique réelle; c’est-
4-dire tous les plans font naitre des sections réelles dont quelques-
unes sont des hyperboles (par exemple la section par un plan
L, = constante), — I’hyperboloide & une nappe.

(B) La forme PQ +4 L2 ++ »2 = 0.

Dans la forme paramétrique nous avons

P = ML %=y

Q=—2(LFuv,
ou les systémes de génératrices sont imaginaires. Les plans
P =0, Q=0 divisent ’espace & trois dimensions en quatre
régions et la section d’un plan «P + Q = 0 avec F = 0 sera
réelle ou imaginaire suivant que le plan se trouve en une région
dans laquelle les coordonnées z, y, z rendent le produit PQ
positif ou négatif: tous les plans par conséquent ne coupent pas
la surface suivant des courbes réelles et la surface est bornée
par les plans P = 0, Q = 0. La projection de la section, pg +
¥* = 0, par le plan L = 0, a les asymptotes réelles Pg, puisque,
comme on l'a déduit de la construction des plans, ces lignes

sont distinctes et non-paralleles. C’est le cas de I’hyperboloide
& deux nappes.
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(C). La forme P2 + Q2 4+ LM = 0.

‘Suivant la maniére de (B), on trouve que les génératrices sont

Imaginaires et que la surface est limitée par les plans L = 0,
M = 0. La projection- de la section obtenue par un plan quel-
conque est de la forme p? 4 ¢+ 12 4 |” = 0, le signe de I’
étant positif ou négatif suivant que {(a + b + ¢) — 4k(u® -
0 + w?) }/k est positif ou négatif. Si le signe est positif les
asymptotes sont toujours imaginaires et nous avons donc le cas
de Pellipsoide: s’il est négatif les asymptotes peuvent étre réelles
(par exemple si la section est faite par le plan P = 0) et la
surface est une hyperboloide & deux nappes.

(D) La forme P? 4+ Q2 4= (L2 + 42) = 0.

Le signe est obtenu comme dans (C). Sil est positif la surface
est Imaginaire, s’il est négatif ’équation peut donc s’écrire sous
la forme

F = (P2— L% + (Q% — 2

>

= (P—L)(P+ L)+ (Q — )(Q+) ,

ou'nous obtenons de nouveau la forme (A); ¢’est-a-dire I’hyper-
boloide & une nappe.
(E) Cas ou les plans L = O M = 0 coincident.
) PQ4-12=0; les génératrices sont d’un type,

P=3iL, Q=+ L passent par un pomt fixe, et

nous avons un cone. -

(2) P2+ Q*— L2 = 0; on peut écrire I’6quation (P—L)

- (P + L)+ Q? = 0, se ramenant au cas (1).

(3) P2+ Q2 4+ 12 = 0; la surface est entiérement imagi-
naire.

IL—D=0.

8. —Puisque D = 0, on peut écfire I’équation de la surface
sous la forme PQ 4+ R = 0, ou P, Q peuvent étre réels ou

imaginaires. L’équation de leur intersection est en général
2F = yG = zH.
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9. — L’équation d’une surface peut alors s’exprimer sous la

forme paramétrique
R4+2iAP =0

Q=7 ]

ou 2 est un nombre arbitraire, et, pour chaque valeur de 3,
nous avons une ligne droite, paralléle au plan Q = 0. Nous
obtiendrons de méme la surface par le systéme des lignes droites

'R+HQ=03
' P:HS

paralléles au plan P = 0. Ensuite, nous avons, en général,
deux systémes distincts de génératrices, et chaque systéme est
toujours paralléle & un plan fixe. .

La section projectée par le plan «P 4 5Q + y = 0 est de la
forme (el + 9) (1 4 9") -+ r = 0, ou la ligne [ = 0 est paralléle
& P = Q = 0, et est une parabole. Puisqu’on peut écrire la
surface dans la forme 4R + (P 4 Q)2 — (P - Q)2 = 0 les
courbes obtenues par d’autres plans sont des hyperboles ou des
ellipses suivant que P et Q sont réels ou imaginaires conjuguées.
Cest pourquoi les termes parabolique, hyperbolique et elliptique
conviennent dans les deux cas. |

10. — Cas spéciaux ou il faut modifier I'exposé du § 9.

(A) Sion peut écrire R sous la forme « P - BQ + d, laligne
d:atersection de P = 0, Q = 0 est paralléle au plan R = 0.
Les systémes ), u des génératrices ne sont pas distincts et sont
paralléles & la ligne P = Q = 0. La surface est alors un cylindre.
La section par un plan arbitraire, projetée sur un plan coordonné,
prend la forme pg+op+Bg+d=0, laquelle est une hyperbole
ou une ellipse suivant que les facteurs sont réels ou imaginaires
avec un cas exceptionnel quand a8 = d. De la, si D = 0 et

%-f- é +% = 0, la surface est un cylindre hyperbolique ou
elliptique suivant que les facteurs de u, sont réels ou imaginaires,
avec le cas exceptionnel quand «f8 = d. |

(B) Soit dans (A) 8 = d. La surface peut étre décomposée
en deux plans P +6=0,Q+ « = 0. En effet, la condition

pour qu’on ait deux plans est D =0, ;?—‘ -+ é —]—% =0, et d = »f.
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On peut ramener cette derniere relation & une forme plus usuelle,
ainsi qu’il suit, quoique celle qui a été donnée soit souvent plus
utile dans les cas numériques.

Soit (z, y, z) un point quelconque sur la droite d’intersection
des plans P + 8 = 0, Q 4+ « = 0. Nous avons aussi, pour ce
point (x, ¥, 2), R=0aP 4+ BQ +d =d — 228, 0u R - d =
2 (d — «f3). C’est pourquoi les conditions peuvent étre exprimées
comme D = 0, etlesplans P+ 5 =0,Q0+a2a=0,R+d =0
doivent posséder une ligne commune. Puisque l’intersection des
deux premiers est paralléle au troisiéme, il sera suffisant si,
par addition,nous trouvons la condition pour qu’un point quel-
conque de la ligne soit sur le troisiéme plan.

Soit P = Lz + my + nz Q = Lz + myy + n,z, ou les
coeflicients des coordonnées sont constants. La ligne d’inter-
section sera également donnée par deux des équations

LP+B) +4L,(Q+a =0, my(P 4+ B) 4+ my(Q + a) =0,
n(P+6 +n(Q+a =0
ce qui est équivalent a % = g = g =0, et la ligne est
aF — fu = yG — gv = zH — hw = p; si le point p = 0 se
trouve sur le plan R = 0, nous devons avoir

fu? gyl hw?

e 4 o +d =0,
ou la troisiéeme condition est dans la forme usuelle.

(C) Si cependant d’abord, P = Q, ce qui est le cas quand
D=0et A=B=C=F =G = H = 0, la surface peut
étre réduite a la forme P>+ R =0, ouP—2=0,R + 2= 0,
et est composée de droites paralleles 4 P = R = 0 (si P = 0,
R = 0 ne sont pas elles-mémes paralléles, c¢’est-a-dire si uf — vg,
etc. ne sont pas tous nuls). Considérant une section par un plan
non paralleéle aux génératrices nous trouvons que la surface est
un cylindre parabolique ayant les génératrices paralléles a la
ligne P = R = 0.

(D) Quand dans (C) P = 0 est parallele &8 R = 0, i.e.
P= Q= (R— f)/a, la surface se décompose en deux plans
paralléles, P2 - «P + 3 = 0.
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11. — Pour illustrer ce qui précéde, nous examinerons quel-
ques exemples numériques.
Notation additionnelle;

a h g u
h b v :
S’: f :S——dD,
§ [ c w

uw v w 0

ouD + 4kS’ = 0.

Etablir la classification et, dans le cas des génératrices réelles,
trouver la forme générairice des quadriques suivantes :

Exemple 1.

2% + 2y% 4 222 4 Byz + Sz + Yy + 3 — 3y — 2 =0 .
D=1, S' = 9/4 , k= —1/9,
P, Q:u — /mi = % + 2% + 232 + 5yz + Sz 4+ 9xy + (x — 7)?
= 2x% + 3y? 4 2z% - 5yz + 5zx + Txy

49 —4.2.3 = + 25,
facteurs réels P.Q;

L, M: A‘uf—]— u, +uy = — (x—)")g—l—3(x—]“) — 2,

facteurs réels L.M.

Type: Hyperboloide & une nappe (A§7), et pour les généra-
trices

I

PQ (x 4+ 3y + 22) (22 + y + z) ,
IM = —(x —y — 2)(x —y —1) .

Exemple 2.
3x? 4 7y? 4 22 + Byz + 3zx - Sy — 2x + 2y +2 =0 ,
D=-—1, & =1, A= 1/4 .

P, Q: uy — Auf = 3x® 4 T)? + 22 - 5yz + 3zx -+ Sxy — (x — )2

= 22® + 6y% 4 2% 4 Byz + 3zx -+ Txy
49 — 4.2.6 = 4+ 1

)

facteurs réels P.Q;

L,M:/wf—l—ul+uo:(—x+p')2+2(—-—x+3‘)+2,
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facteurs imaginaires 4 (L2 4- v2).
Type: Hyperboloide 4 deux nappes (B§7).
Ezxemple 3.

31:2+z2—§-2yz+2zx'+10xy+2x——2y: 0.
D= —18, § = —9 k= —1/2 .
P, Q:u ——A'ui = 8x% + 2% - 2yz + 2zx + 10xy + 2(x — )2
= 5x% + 2y% 4 22 4 Yz 4 22x bxy ,
36 —4.5,2 = — 4 |

facteurs imaginaires - (P2 4 Q?);
1
L, M: A‘uf + uy 4+ u, = —E(uf—— u,)
facteurs réels.

Type: Hyperb0101de a deux nappes (G § 7, cas 2).
Exemple 4,

2x2—3 — 4z — 5yz — 72— xy +-h(x -+ y 4+ z + 1) = 0.

=0, et les facteurs.de u, sont réels pulsque 1 —4.2,(—1)
est pos1t1f \ :

PQ = u, = (x—y-———/fz)(Qx-]—y-Jr—z) ;

1 —1 —4
R:| 2 1 1 |=0,
1 1 1.

R n’est pas de la forme P + 6Q + d.
Type: Paraboloide hyperbolique, PQ + R = 0 (§9).
Exemple 5.

3x2+2)'2——-4z2+2yz+’l'1zx—|—7xy—7x——’iy—-’2z——1‘—O

D = 0, et les facteurs de g sont reels puisque 49 — 4.3.2
-est posmf ' o

P = U2 :-(:3x+.')'—z)(x+2y+'4z) ;

31—
R : 1 2 4| =0,
—7 —& —2

et la forme est PQ. — (2P + Q) — 1 = 0; irréductible. .




CLASSIFICATION DES QUADRIQUES 61
Type: Cylindre hyperbolique (A§10), ayant les génératrices

P=1, Q(—1)=2r41,

ou
P=3x+y—z, Q=ua+ 2y 4 4z .

Exemple 6.

32 4+ 23”2‘—-— 432 4 2yz + 1lzx +- 7-@-'_— Yo by — 22 + 20 .

C. f. ex. 5. La forme est |
PQ—(2P+Qj+2=0, ou (P—1)(Q—2 =0.

Type: Deux plans qui se coupent (B§10).
Ezxemple 7, cas particuliers.

8x? + 5y 4 227 + 6yz + 8zx 4 léaxy — b6bxr — 3y — 2z — & = 0 .

" D=—2,5 =0, le plan u; = 0 touche le cone u, = 0; par
une translation convenable ’équation se raméne a

822 + 5y% + 222 4 6yz + 8z + lhxy — 4 = 0,

Introduisons
‘ 88—k 7 & ‘ 4
— kx? 4 ka? ol 7 & 3 =0, k:‘——Q.
4 3 2
P, Q:uy + 22% ; 82__5.2=—1 facteurs imaginailzes + (P24 Q3 ;
Ly, M:—222—4 \ | » » — (222 4 4) .

Type: Hyperboloide & une nappe (D§7).
Trouver la forme génératrice:

P2 4+ Q? = 102? 4 592 + 22% 4 6)% + 8zx + lhxy ,
= (x + Y + 2 + (B + 2y 4+ 2)?,

Uéquation de la surface est

{e+ YD)z 4ty + 20— VDa+y+ 29}
+ B+ 2y 4+ 54+ 2)Bx + 2y +3—2) =0,
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se reporter a une nouvelle origine (— a, —f, —y) ou
8a 4+ 7B + 4y = —3
Ta + 58 4+ 3y = —3/2 o a= o, f=—1, y=g,
ba + 88 4 2y = —1

(8) Probléme. Etant donnée la quadrique 2z% + 6y% + 2
+ oyz + 3zx + Tay — z - Yy —2z2+ 1 =0, trouver le lieu des

points par lesquels passent des générairices se coupant d angle.
droit.
L’équation se réduit a
(®+ 2+ 2) (20 + 3y 4 2) —(@—y £ z—1) =0,
On aura une premiére famille de genératrices en posant
2x+3y+z—)\(x—3'+z—1) = 0
*+ 2y + 2 = % f |

les cosinus directeurs sont proportionnels 4 1 ++ 3}, — 1,1 — 3;.
Pour la seconde famille de génératrices, on aura

x—[—Qy-]—z——pL(x——y—l—z—l) = {)
20 4 3); + z ; —_— é '
- les cosinus directeurs sont proportionnels a — 1 + b4p, 1—yp,

— 1 — byu.
Les génératrices 1, . sont a angle droit si

L+ 80 (=14 4p) — (1 — ) + (1 — 80 (—1 — 5 = 0 |

ou
' 9w =1,
Sur la surface A
x4 2y 4 z
x—y +z—1"
et au point d’intersection des génératrices 2, u
' 1
x—y 4+ z—1°

. .
T:.754—-23-—}-2, b =

Au =

Le lieu est I'intersection de la surface avec le plan
x—y+z =10 .
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