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GENERALISATION DU THEOREME DE CHASLES
SUR LA GENERATION DES CONIQUES

PAR

M. E. FiQuemonT (R'enn‘es). ,

Je me propose d’étendre le théoréme de Chasles & une courbe
plane, algébrique, d’ordre quelconque, c’est-a-dire de démontrer
la proposition suivante: o | ‘

Une courbe algébrigue, plane, dordre n, peut étre considérée
comme le lieuw des points d’intersection des rayons - homologues
d’un faisceauw homographique de droites d’ordre n, les n sommets
du faisceau étant n points quelconques de la courbe considérée.

Par définition, nous appellerons relation homographique entre
n variables la relation algébrique, la plus générale, linéaire par
rapport & chaque variable. :

Soient A,, A,, ..., A,, n points quelconques.

Considérons les faisceaux de droites

P,+%4Q =0,
P, + 2, Q

!

Pn + )‘nQn =0 ’

P; = 0, Q; = 0, étant les équations de 2 droites fixes quelconques
passant par le point Aj.. | |

Le faisceau homographique de droites d’ordre 7, de sommets A,,
Ay, ..., Ay, sera défini par une relation homographique

FOys hgy o b)) = 0 - - o

entre les paramétres des droites du faisceau.
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" La condition pour que 3 droites des 3 premiers faisceaux

linéaires, par exemple, soient concourantes est de la forme
ahdody + Dbyl + Dok +dp =0

Nous pouvons toujours supposer que les droites P = 0, Q
aient été choisies de maniére que a soit différent de zéro.
La condition s’écrit alors

Mgl bl + Bek +dp =0 (2)

Pour que n droites, prises une dans chaque falsceau lmeaure
soient concourantes, nous aurons donc C, relations de cette
forme; (n— 2) d’entre ces relations seulement sont d’ailleurs
indépendantes.

Cherchons les points du plan tels que les n droites des faisceaux
linéaires, obtenues en joignant ce point aux points A;, A,, ... Ay,
satisfassent a la relation (1). |

Il est clair qu’en se placant & ce point de vue, on pourra, en
utilisant les relations (2), substituer & la relation (1) une relation
équivalente de degré total moindre, en remplacant tout facteur
Jn.Ar.A; par une relation homographlque de degré total 2 en
/h, Ah, 4.

L’on raméne finalement la relation (1) a la forme canonique.

Eazk L)‘z =+ EBL)‘L' +y=0. (3)

Deux cas peuvent se présenter:

10 En effectuant la réduction a la forme canonique, l'on obtwnt
rdentiquement zéro. | '

(1) est alors une conséquence des équations (2), la relation
homographique est vérifiée par tous les points du plan. ‘

20 L’équation (1) prend réellement la forme (3).

Il existe alors un lieu des points d’intersection des droites
considérées.

Ce lieu est une courbe algébrique de degré = n. On le voit
immédiatement en éliminant les X entre les equatlons (2) et (3);
on obtient :

PP, P

4y =0.

E“zkm — 255@;
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Cette équation mise sous forme entiére contient autant de
coefficients arbitraires que la relation (3), c’est-a-dire

Ci +n = n(n ;- !) .
Elle est de la forme

“E Nt e g T g Faagry = O
" 2 st 5+

Les ¢ représentent des relations d’ordre n en z et y, toutes
annulées par substitution a z et y des coordonnées d’un sommet
quelconque A; du faisceaa homographique.

Les fonctions ¢ sont linéairement indépendantes. En effet, le
point d’intersection des droites

Q =0, Q =0

ne vérifie pas ¢, = 0 et vérifie toutes les autres équations o; = 0.

Donc une identité linéaire et homogéne entre les fonctions o,
si elle existe, ne peut contenir o;. 'L’on démontrerait de méme
qu’elle ne peut contenir g,, g;, ..., 9 %

Une telle identité ne peut donc contenir que les (n+1) derniéres |
fonctions ¢.

Or toutes ces fonctions sauf la 17 contiennent Q, en facteur
L’identité est donc impossible.

Or 'on peut disposer des ﬂ;ﬂ + 1 coefficients homogénes
de la relation (4) pour faire passer le lieu par n—(n—;—l) points

du plan arbitrairement choisis.
'En effet la substitution dans (4) des coordonnées de ces points

nn 1
donnera —(—j- ) équations linéaires et homogénes entre les

(n+)

+- 1 inconnues « et nous savons que ce systéme admet

‘au moins une solution, non identiquement nulle.

L’équation F(x, y) = O obtenue par cette solution n’est pas.
une identité puisque les ¢ sont linéairement indépendants.

En résumé nous obtenons pour le lieu au moins une courbe
algébrique d’ordre = n passant par les n sommets A, A,, ... A,

et par —('—7—;——) pomts arbitraires.
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n(n 4 3)

Cette courbe passe par ——5— points arbitraires. Cest la
courbe d’ordre n la plus générale. |
Tangentes aux sommels du faisceau. — La tangente en A,

est la droite du faisceau linéaire A; homologue des rayons AA,,
A Ay, ..., ApA, considérés comme appartenant aux faisceaux
linéaires A,, A, ... Ap. '
En effet, soient l,, I, ... I les valeurs de 1,, 2, ... A, corres-
pondantes aux droites A, A, A,A,, ..., A, A,..
~ Soit 1 le rayon issu de A, homologue des rayons 4,, Lyy ... .
Joignons les sommets A,, A,, ... A, au point M voisin de A,
sur la courbe C. ‘
Les valeurs de 1,, 1,, ... A, correspondantes sont voisines de
lyy Ly, ... In et tendent vers ces valeurs lorsque M tend vers A.
Or la relation (1) étant continue la valeur de Ay correspondant

& A M est voisine de / et tend vers cette valeur lorsque M tend

vers Ay ce qui démontre la proposition.

fropositton corrélative. — Soient n droites quelconques du
rlan '

H
3

D,,D,, .. D

n .

Considérons n points, un sur chaque droite D, liés par la rela-
tion homographique ' |

flax,, Xy oo 2,) = 0,

7; ¢tant 'abeisse du point M; compté sur la droite D,.

L’enveloppe des droites passant par n points homologues est
une courbe de classe n et inversement toute courbe de classe n
“st susceptible de ce mode de génération, les droites de base
¢tant n tangentes quelconques A la courbe considérée. |

On déterminera facilement les points de contact sur les droites
tte base. ' .

Faisceaux de courbes d’ordre n. — Revenons aux n faisceaux
Iinéaires de sommets Ay, A, ... A,. Soit |

f()‘w )‘2 l,n) "I' P“P()& > )‘2 LT )‘n) — Oj’ " , (5)

une relation ou les fonections f et 9 sont des fonctions homogra-
phiques des parametres 1,, a,, ‘

ques o An €6 OU p est un paramétre
arbitraire. |

Ty
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Cette relation représente le faisceau des courbes d’ordre n
défini par les 2 courbes

f=20, e =10 .

Les points A,, A,, ... A, sont des sommets du faisceau.

Définissons le rapport anharmonique de 4 courbes du faisceau
par le rapport anharmonique des 4 valeurs de . correspondantes.

Il est égal au rapport anharmonique des 4 tangentes en un
sommet quelconque du faisceau.

En effet donnons & 1,, 14, ... A, les valeurs ly, L, ... I, corres-
pondant aux droites A, A,, A A, ... A, A, , la relation (5) devient
une relation homographique entre 1, et p. ce qui démontre la
proposition.

Conséquence. — La relation

fqs A, o X)) = 0

définissant une courbe d’ordre n s écrit

Aeolgy dgy v ) (g, A, o X)) =0,

¢ = 0 et ¢ =0 étant elles-mémes des relations homographiques
entre les variables 1,, 1,, ... Ay. ‘

Si nous considérons 3, comme un paramétre variable quel-
conque, cette relation définit un faisceau I'y_y de courbes d’ordre
(n — 1) passant par les points A,, A,, ... A,_;. o

Or la droite A, du faisceau linéaire A, rencontre la courbe
d’ordre (n— 1) correspondante en des points dont le lieu est
précisément la courbe C.

Il y a relation homographique entre les droites A, et les
courbes correspondantes du faisceau I',_, puisque le rapport.
anharmonique de 4 droites A, et des 4 courbes correspondantes
I'»-y sont tous les deux égaux au rapport anharmonique des 4 va-
leurs de 2,. : |

Donc toute courbe algébrique d’ordre n peut étre considérée
comme le lieu des points d’intersection de deux faisceaux homo-
graphiques de droites et de courbes d’ordre (n — 1). Le lieu passe
par tous les sommets des faisceaux. .

Le sommet du faisceau linéaire et (n— 1) d’entre les sommets
du faisceau de courbes peuvent étre choisis arbitrairement sur C.
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La tangente en A, est la droite homologue de la courbe T,
passant par A,. | o

La tangente en un sommet quelconque du faisceau I'yq est la
tangente & la courbe I',_; homologue de la droite A, joignant A,
au sommet considéré.

Cette propriété constitue, en se placant A un autre point de
vue, une nouvelle généralisation du théoréme de Chasles.

Inversement il est immédiat que le lieu des points d’inter-

section de deux tels faisceaux homographiques est une courbe
algébrique d’ordre << n. '

LA CLASSIFICATION DES SURFACES
DU SECOND ORDRE
AU MOYEN DE LEURS GENERATRICES

PAR

H. G. Green, M.A.
(University College, Nottingham, England).

t.— Dans cette étude nous nous proposons d’établir la
classification des quadriques au moyen de leurs génératrices
rectilignes en mnous affranchissant des restrictions concernant
les axes de référence. Cette méthode a en outre I'avantage de
conduire & des équations dont Pemploi est particuliérement
utile lorsqu’il s’agit de la résolution numeérique de problémes
relatifs aux quadriques.

2. — Notation. Prenons I’équation générale du second degré
sous la forme

FEuQ-}—ul-l—uO:O,
ou |

u

If

ax® 4+ by? 4 ¢z2 + 2fyz + 2gzx 2hxy
2ux + 2vy + 2wz |
U, = d .

u

If

1
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