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SUR LESHAUTEURS D'UN TRIANGLE |31

En tenant compte de la règle des signes des segments, le

théorème généralisé peut s'énoncer comme suit et il remplace

alors les théorèmes III et III':
Dans un triangle quelconque, le carré construit sur Vun

quelconque des côtés est équivalent à la somme algébrique des rectangles

construits sur chacun des deux autres côtés et la projection du

premier sur lui.

4. — Somme des carrés construits sur trois segments

non consécutifs.

Premier cas. — Triangle acutangle (fig. 5).
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Fig. 5.

Les formules (2), sous leur première forme, peuvent s'écrire,
en considérant que a a'+ + f- c",

h'2 — a'a"+. bb" a'a" + b'b" + "2

h"2 b'b" + cc" + + c"2

h'"2 — c'c"+ aa"=+ a'a" + a"2
d'où

(a) h'2 + k"2 + h'"2 (a"2 + b"2 + c"2) + 2. (a'a" + b'b" + c'c")



A. STREIT
Sous leur seconde forme, elles deviennent

h'2— a'a"-(- cc'a'a"-f+ c'2
h"2 — b'b"-)- aa'

d'où
h'"2 c'c" + bb'C'C" + b'b" + b'2

(P) h'2+ h"2 + h'"2 (a'2 + b'2+ c«j + 2. (a,a, + ^ + c,^
De («) et (/3) résulte

a'2 + b'2 -f t" — a"2 + b"2 -f c"2 ^
Seconb cas. Triangle obtusangle (a > 90° 1

Ici, a a'+-a"; b b'— è"; c c»_ ^Les formules (2'), première forme, peuvent donc s'écrire
h'2 ~ a'a" — bb" a'«'7 — b'b" -f- b"2

^ 7=2 y b" -f- ce" —z — b' b" — c'c" -f- c"2

d,où
A"'2 ~ C'C" + aa" ~ c'c" + «'«" + a"2

(a) h'2 + h"2+ A'"2 + 0 + 2. (a,a, _ _ ed>) _

Sous leur seconde forme, elles deviennent
h 1 —a' a", — ce' a' a" — c'c* + c'2

h"2 — _ b'b" + aa'— _ b'b" + + a'2 ;
h"'2 - cV' + W - Ce" - A'A" + A'2d ou T '

« + + * <«'* + + «") + !(«'»" _ /,'//' _ tV')
De («) et (<3) résulte

a'2 -f- A'2 4- c'2 a"2 -j- A"2 4- c"2 ^
P?r îuiSf d0nC danS leS deUX Cas au même rés"]tet.
Théorème IV. Dansun triangle quelconque, les sommescarres construits sur trois segments non consécutifs déterminésmr les hauteurs sur les côtés correspondants sont égales.Cas particulier. — Triangle rectangle.
Si « 90°, on a: b' b, b" 0; c' 0, c" c.
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La relation (4) devient

4- IA a"2 + c2

0U
b2 - C2 c"2 — fl/2 (5)

c'est-à-dire
Théorème V. — Dans un triangle rectangle, la difference

des carrés construits sur les côtés de Vangle droit est égale à la

différence des carrés construits sur les segments déterminés sur

l'hypoténuse par la hauteur correspondante.

5# Démonstration des théorèmes II, III et IV basée sur

le théorème de Pythagore généralisé.

En nous basant sur le théorème de Pythagore généralisé, nous

pouvons démontrer le théorème II — d'où nous déduirons le

théorème I — puis les théorèmes III et IV. Nous envisagerons

le cas du triangle acutangle.
1° Pour le théorème II (fig. 2):

Appliqué au côté c, le théorème de Pythagore généralisé

donne
c2 a2 + b2 — 2aa"

Or
c2 JT2 + a'2

En remplaçant on a

/i'2 4. a'i — a2 4- b2 — 2aa"

d'où
h'2 a2 — a'2 + b2 — 2aa"

h/2 (a' 4- a") a — a'2 + b2 — 2 aa"

=Z a'[a. — a') — aa" -f b2

Mais
aa" — bb/

Par suite

h/2 — a' a" — bb' + b2 a'a" 4" b(b — //)
)T2 a'a" 4- />//'(= a'a" + cc')

C'est la relation du théorème II.
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