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6 ' ‘ F "CAR ]’ y | N
sont locahsees les propnetes elles-mémes du groupe correspon-
dant, ou groupe fondamental; ¢’est ainsi qu’on est arrivé & dire:

" «P’espace euclidien », «1’espace affine », etc., au lieu de « I’espace

dans lequel on n’étudie que les propriétés des figures invariantes.

par le groupe euclidien, le groupe affine, etc. » Chacun de ces
- espaces est homogéne, en ce sens que ses propriétés restent inal-

térées par une transformation du groupe fondamental corres-

~ pondant.

Plusieurs années avant le Programme d’Erlangen, B. RiE-
MANN avait introduit, dans son mémoire célébre: « Ueber die

- Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen® », des espaces

non homogénes au sens qui vient d’étre donné a cette expression.
Dans ces espaces le carré de la distance de deux points infini-
ment voisins était défini par une forme différentielle, jusqu’a un
certain point arbitraire, mais qu’en fait, on a toujours supposée

- quadratique. Ces espaces ont fait I’objet de nombreux et impor-

tants travaux, principalement en Allemagne et en Italie?2
Mais ils ont surtout pris une importance considérable depuis
que M. EinstEIN, par la théorie de la relativité généralisée, a -
essayé, en identifiant notre Univers & un espace de Riemann,
de réunir en une seule et méme théorie la gravitation, 'optique
et l'électromagnétisme. Le mouvement d’idées auquel cette
théorie a donné naissance a conduit, par des généralisations
importantes, & des espaces nouveaux; il suffira de citer les
espaces de M. H. WevL et les espaces de M. EppiNacroN. Quel
role la notion de groupe joue-t-elle, ou plutét doit-elle jouer,
dans ce champ nouveau de la Géométrie; est-il possible de
faire rentrer dans le cadre, suffisamment élargi, du programme-
d’Erlangen toutes les géométries nouvelles et .une infinité d’au-

tres, c’est ce que je me propose d’examiner.

11

A .premiére vue, la notion de groupe semble ‘étrangére & la

| gédmétrie des espaces de R‘ie‘mann, car ils n_e poSSédent‘ I’homo-

1 B. RIEMANN, Gesaminélle math Werke, Le1pz1g (1876),.p 254——269
2 11 nous suffira de citer les noms de E.-B. GHRIS’I‘OFFEL R LIPSGHITZ A Vo<zs,‘

Gr Rmcx, L. BIANGHI et T. LEVI-CIVITA
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généité d’aucun espace & groupe fondamental. Néanmoins, si un
espace de Riemann ne posséde pas une homogénéité absolue, il
posséde cependant une sorte d’homogénéité infinitésimale; au
voisinage immédiat d'un point donné il est assimilable a un
espace euclidien. Toutefois si deux petits morceaux voisins d’un
espace de Riemann peuvent étre assimilés chacun a un petit
morceau d’espace euclidien, ces deux petits morceaux sont sans
lien entre eux, ils ne peuvent pas, sans convention nouvelle, étre
regardés comme appartenant a un seul et méme espace euclidien.
Autrement dit, un espace de Riemann admet, au voisinage d’un
point A, une rotation autour de ce point, mais une translation,
méme considérée dans les effets qu’elle produit sur une région
tres petite de ’espace, n’a pas de sens. Or, ¢’est le développement
meéme de la théorie de la relativité, liée par l'obligation para-
doxale d’interpréter dans et par un Univers non homogéne les
résultats de nombreuses expériences faites par des observateurs
croyant a I’homogénéité de cet Univers, qui permit de com-
bler en partie le fossé qui séparait les espaces de Riemann de
Pespace euclidien. Le premier pas dans cette voie fut I'ccuvre
de M. Levi-Civita, par l'intreduction de sa notion de paral-
lélisme.

Voici comment, griace a cette notion, les choses peuvent étre
présentées. On peut imaginer, en chaque point d’un espace de
Riemann, un espace euclidien (fictif) tangent, dont ce point et les
points infiniment voisins font partie; la définition du parallélisme
de M. Levi-Civita permet alors de raccorder en un seul les espaces
euclidiens tangents en deux points infiniment voisins quel-
conques; autrement dit, elle confére a I’espace de Riemann une
connexton euclidienne. Sil’on considere dans I'espace de Riemann
une ligne continue AB, on peut raccorder de proche en proche
en un seul les espaces euclidiens tangents aux différents points
de AB; par suite aussi, aux infiniment petits prés du second
ordre, tous les points de I'espace de Riemann voisins de la ligne
AB viendront, par cette espece de développement, se localiser
dans I'espace euclidien tangent en A. Le mot développement est
mis 14 & dessein. Si en effet on applique le procédé qui vient

1 Rend. Circ. mat. di Palermo, t. 42 (1917), p. 173-205.




8 - E. CARTAN

d’étre indiqué & une surface ordinaire, regardée comme un espace
de Riemann & deux dimensions-défini par le ds? de la surface,
le raccord de proche en proche des plans (euclidiens) tangents
4 une ligne AB tracée sur la surface est identique au développe-
ment classique sur un plan de la développable circonscrite a la
surface le long de AB. ‘ |

Comme on le voit, la notion de parallélisme de M. Levi-Civita
permet d’assimiler & un vrai espace euclidien, ou du moins &
une portion de cet espace, toute la région d’un espace de Rie-
mann qui avoisine un arc de courbe quelconque AB tracé dans

Pespace donné. La différence essentielle qui subsiste encore

entre un espace de Riemann et ’espace euclidien est la suivante:
Sil’on joint un point A & un point B par deux chemins différents,
ACB, ACB, et qu'on développe sur I’espace euclidien tangent
en A les deux régions qui entourent ces deux chemins, on n’ob-
tiendra dans les deux cas, pour le point B et le petit morceau
d’espace qui I’entoure, ni la méme position ni la méme orienta-
tion. Autrement dit, le développement de l’espace euclidien
tangent, quand on se déplace dans I’espace de Riemann, n’est

pas holonome. Au lieu de dire que I’espace de Riemann est &

connexion euclidienne, on peut dire que c¢’est un espace euclidien
non holonome. Mais il est important de remarquer qu’il ne
Pétait pas par lui-méme, je veux dire par son seul ds?%; il U'est
devenu par la définition du parallélisme de M. Levi-Civita.

I11
Cette maniére d’envisager la notion de parallélisme est, je
crois, celle qui va le mieux au fond des choses. Ce serait restrein-
dre sa portée que de n’y voir, comme on I’a fait.en général, qu’un
procédé de comparaison des vecteurs issus de deux points
infiniment voisins; il faut y voir au contraire un moyen d’intro-

duire dans un espace de Riemann toute la gamme des déplace-
ments de I’espace euclidien, du moins en ce qui concerne les

effets qu’ils produisent dans une reglon infiniment petite de

Iespace. :
Le point de vue habituel permet la fondation de la géométrie

affine non holonome parce que la notlon de l’equ1pollence de.

S D——
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