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SUR QUELQUES PROPRIETES DES CONIQUES
A CENTRE

PAR

E. Laing (Angers)

Si 'on prend les équations paramétriques d’une ellipse sous

la forme
X == @ cos o y = b sin o | (1)

on sait qu’il existe, entre les arguments ¢,, 0,5, 93, ¢, des quatre
points ou cette ellipse est coupée par une circonférence, la

relation simple
o ¢+ o+ 9 = 265, (2)

ou k est un entier quelconque. Cette relation a été établie pour
la premiere fois par Joachimsthal *.

Proposons-nous plus généralement de trouver une relation
simple entre les parameétres angulaires des quatre points d’in-
tersection de 'ellipse (1) et de la conique

Ax® 4 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2By  FF = 0 . (3)

Pour préciser, nous ne considérerons que des courbes réelles.

Faisons dans les équations (1) le changement de variable
z = e¢%, d’ou 'on tire

9
——

1

— y =5

A+

X == Q@

2z

(3}
~
A

Portant ces valeurs dans I’équation (3), on aura une équation
de la forme

Aa®(z* 4+ 1)* — 2Biab (s* — 1) — Cb*(z* — 1) 4+ 3P, (z) = 0

1 Journal fiir reine u. angew. Math., 36. 1848.
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ou P, (z) désigne un polynéme du second degré au plus. Le pro-
duit des racines de cette derniére équation a pour valeur

 Aa’— Cb? + 2Babi
Ad*— Cb* — 2Babi ’

si Pon pose | S o
Aa? — Cb? 4 2Babi = pei8 y

ce produit s’écrit simplement ¢*®*. En revenant a la variable [2
nous aurons la relation.

o+ o + 93 + 9, = 20,

¢’est-a-dire :
: 2Bab

o+mo+93+®4_2arctgm2, (4)

qui comprend évidemment la relation (2) comme cas trés parti-
culier. | " |
Remarquons que les deux coniques étant. supposees reelles,
la somme Zg est toujours réelle.
Considérons de méme ’hyperbole

x = acho , y = bsho . ' (5)
Si ’on fait le changement de variable ¢? = z, on aura

22 1 N 2 —1
r=da 2z ‘)l‘“bv2z ’

et I’équation aux z des points d’intersection de I’hyperbole ('5)
et de la conique (3) sera de la forme

Aa?(z? +-n2+.2Bab( — 1) 4 Cb? (22 — 1)? + 2P, (5) =0 .
Le produit des racines de cette équation sera egal a

Aa? — 2Bab -+ Cbh?
Aa® + 2Bab + Cb? "

En revenant a la variable ¢, on aura done

Aa? — 2Bab + Ch?
‘1 + 02 +?3 +@4 - 10g Aaz_l,..ZBa[) +‘(b X

(6).

Dans les fOrm-ules_ (4) et (6), les fonctions arctangente et
logarithme sont prises dans toute leur généralité, de sorte que
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les seconds membres ne sont déterminés, comme il fallait s’y
attendre, qu’a un multiple prés de 2k= pour I'ellipse et de 2kmt
pour I’hyperbole. .

Prenons d’abord la formule (4). Pour B = 0, elle contient la
formule (2), qui est valable pour les quatre points d’intersection
de Dellipse et de toute conique (parabole comprise) ayant
mémes directions d’axes. Comme autre cas simple, on pourra

examiner I’hypothese
Aa? — Cb? =

Par exemple, st A et C sont nuls, la conique (3) est une hyperbole
équilatere ayant ses asymptotes paralléles aux axes de ’ellipse:
nous ’appellerons hyperbole (H). Il existe dans le plan @3 hyper-
boles (H), parmi lesquelles figurent les w? hyperboles d’Apol-
lonius associées a l'ellipse. Pour les quatre points de rencontre
d'une hyperbole (H) et de Iellipse, on a la relation

‘\—“"l’.i = 2k 4+ 1I)= .
Soit M; (o) un point de Dellipse (1) Le cercle osculateur en
\[ coupe l’elhpse en un second point M; tel que

I4
¢, + 3o, = 24z

L’hyyperbole (H) osculatuce en M; coupe de méme ’ellipse en
un autre point M; tel que

14

¢ By, = (20 4 1) =

Done, suivant que les quatre points M;, M,, M,, M, sont sur
e circonférence ou sur une hyperbole (H), les quatre points
\I; et les quatre points M; seront aussi sur une circonférence ou

14

sur une hyperbole (H). De méme les points M;, M;, M;, M, seront,

~sur une hyperbole (H) ou sur une circonférence, etc. Tous ces

théorémes sont analogues au théoréme de Steiner pour les cercles
de courbure.

La formule (6) nous permet d’énoncer pour Phyperbole des
propriétés analogues. Si 'on prend B = 0, on aura la relation

2o, = 2k=e
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qui caractérise les quatre points d’intersection de 1’hyperbole
avec toute conique ayant mémes directions d’axes. De méme,
pour les quatre points d’intersection de I’hyperbole avec une
hyperbole (H), on aura la relation

So, = (2% + 1)

On en déduit un théoréme identique & celui que nous venons
d’énoncer pour les cercles et les hyperboles (H) osculateurs a
Pellipse. o

Cherchons, pour donner une autre application, les cercles
qui coupent I'hyperbole en deux points déterminés, ¢4 et 9., et
la touchent en un autre point d’argument inconnu g. On devra

aVOlr
20 + 9, + ¢, = 24k%i,

d’ou deux solutions distinctes

Pz T P4 .9t 9,

?l:-——-—-——é————, ?2:7Cl 9

Cherchors de méme les hyperboles (H) qui' Cbupent aussi
I’hyperbole aux points g3 et g4, et la touchent en un autre point ¢'.

On devra avoir
20" + 93 + 9, = (24 - Ymi

d’ou 2 solutions distinctes

o — Tl %t % of — — "t °a+°°4
172 2 0 e T2 2

On a d’ailleurs
‘91+'?g+§°3+?4:"7i v '?;+9’2+%+”‘."4:‘0 .

Donc par deux points réels A et B -de I’hyperbole passent
- deux cercles, (C;) et (C,), qui sont tangents & 1a conique, (C,)
- en G, et (Cy) en C,: les points C; et C, sont réels et diamétralement
opposés, et les quatre points A, B, C; et C, sont situés sur une
hyperbole (H). Par les mémes points A et B passent deux hyper-
boles (H), soient (H;) et (H,), qui touchent ’hyperbole donnée, .
(H ) en H, et (H,) en H,: les points H, et H, sont imaginaires et
dlametralement opposés, et les quatre pomts A, B H, et H, sont
situés sur une mrconference ‘ |
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Le procédé de démonstration employé plus haut se préte
encore & d’autres généralisations. Par exemple, s1 I’on considere
une courbe algébrique (C), ot les termes de plus haut degré n ne
contiennent que les puissances de y de méme parité, on aura,
pour les 2n points d’intersection de (C) et de I’ellipse, la relation

2n : 2n
Eq;h — 2k= ou E, 0, = (2k 4+ )= .
1 1

pour les 2 n points d’intersection de (C) et de I’hyperbole, la
relation

2n 2n

o :

Z,ﬁ —_ 9 2 — (9] -]
o, = 2kmi ou o, = (24 + 1)=i

1 1

suivant que les exposants de y dans les termes de degré n sont
pairs ou impairs.

SUR LES DETERMINANTS DONT LES ELEMENTS
SONT DES DETERMINANTS

PAR

Marie Byck (Kieff).

1. On voit aisément que:

cmg oy |
a, i 4y Py 4
\ — Pyl @ ne o )
cmyny | 2 P2 92 |
ay |
|
- Pa qs | i 0 my n,
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