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48 o M. PLANCHEREI
W. H Younc a donné des critéres généraux de convergence '
de la série con]uguee analogues 4 ceux donnes au § 3L

i la série E (a,l —1b,) e"* est partout convergente et converge

vers z6éro dans un intervalle arbitrairement petit, on a a, = b, = 0,
n=1,2,3,..2 Ce résultat a été généralisé par M. _F. Riesz3.
- M. PrivALOFF % a énoncé quelques théorémes sur les séries
conjuguées: Si f2 est intégrable et si la série de Fourier 3 A, de f
converge sur un ensemble I de mesure positive, la série
conjuguée 3B, converge presque partout sur JNL. Si une série
trigonométrique 3 A, converge sur un ensemble J1U de mesure
positive, pour que la série conjuguée 3B, -converge presque
partout sur JIC il faut et il suffit qu’elle soit sommable par une
certaine moyenne de Cesaro ou par le procédé de Riemann
presque partout sur IN. ~

3. M. Feskr 5 a étudié la relation qui existe entre les singula-
rités de Lebesgue et de Du Bois-Reymond de deux séries trigono-
métriques conjuguées. I1 a montré que si A, est uniformément
convergente dans (0,2r) la différence des sommes partielles
sn(z) et s () relatives & la série conJuguee 2B, converge vers
zéro et que par conséquent 3B, converge au sens ordinaire du
mot en tous les points out elle converge (C, 1) — donc presque
partout — et qu’elle converge uniformément sur tout ensemble
ou elle converge uniformément (C, 1). Il a montré encore que
si la série F(z) converge pour |z| < 1 et si la fonction F (z) est
continue pour |z| <1, de la convergence uniforme de 3 A, résulte
celle de 3B, et réciproquement. Si F (z) converge pour |z]| < 1
et est continue pour |z|< 1, si de plus A, converge partout,
cette série présente necessau'ement la smgularlte de Lebesgue
la ou =B, presente celle de Du Bois- Reymond

§ 9. LTUNICITE DU DEVELOPPEMENT TRIGONOMETRIQUE.

1. Un double probléme se pose: I. Sachant qu’une série tri-
- gonométrique A, ,converg\e vers zéro sur un ensemble E de

. 1'W. H. Young 24, — 2Fa’cou 1 — 3F und M Riesz — 4Privaloﬁ’1 — & Fe,]ér
"6, 11 voir aussi-W. H* Young 4 R , ‘
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points de l'intervalle (0, 2r) et ne supposant rien d’avance sur
la convergence de la série dans ’ensemble complémentaire CE,
quelles propriétés doit avoir I'ensemble E pour qu’on puisse
affirmer que a, = b, = 0 (n=0,1, 2, ...). (probléme de Cantor).
I1. Sachant qu'une série trigonométrique converge sur un
ensemble & de points de I'intervalle (0, 2r) vers une fonction
f(x) et ne supposant rien d’avance sur la convergence de la série
dans ’ensemble complémentaire &, quelles propriétés doivent
avoir & et f(x) pour que la série trigonométrique soit une série
de Fourier (probléme de Du Bois-Reymond). 11 est clair que
pour pouvoir conclure, il est nécessaire de supposer que l'en-
semble Il ou & est mesurable et que son complémentaire est de
mesure nulle. Mais cette condition n’est pas suffisante.

2. G.CanTor! a déja montré que si CK est réductible, a,=b,=0,
n=20,1,2 ... M. F. BERNSTEIN 2 a montré ensuite que la méme
conclusion subsiste pourvu que CE ne contienne pas de sous-
ensemble parfait; c’est, en particulier, le cas si CE est dénom-
brable. M. Rajcuman 2 et M'e BAry ¢ ont démontré que si CE
est un ensemble parfait d’un type spécial, on peut encore affirmer
que a, = b, = 0. Mais ce résultat n’est pas vrai pour tous les en-
sembles parfaits de mesure nulle; c’est ce que montre M. MEx-
CHOFF ® en construisant une série trigonométrique a coefficients
non nuls (mais convergeant vers zéro), qui converge vers zéro
sur le complémentaire d’'un ensemble parfait de mesure nulle,
la convergence vers zéro étant de plus uniforme dans tout
intervalle fermé contenu dans ce complémentaire.

3. Le probléeme de Du Bois-Reymond n’a pas recu lui non plus
de solution complete. Un critére général pour décider si une
série trigonométrique est une série de FFourier est le suivant é:

Pour que la série XA, soit une série de Fourier, il faut et il
X

suffit que la série 2 A, dz converge dans tout I'intervalle (0,2x)
0

vers une fonction F (x) qui soit I'intégrale définie d’une fonction

1 Cantor 2. — 2 F. Bernstein 1; voir aussi W. I, Young 1. — 3 Rajchman 2, 3. —
4 Bary. — 5 Menchoff 1. — % W. H. Young 6, 16. Pour des conditions nécessaires

et suffisantes pour qu'une série trigonométrique soit la série de Fourier d’une fonc-
tion bornée ou d'une fonction de puissance p-iéme (p > 1) intégrable, voir W. H.
Young 16, Steinhaus 7.
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50 | M. PLANCHEREL
intégrable f(x) -
0 .
f(x) est alors la génératrice de la série.
M. LeBEsGUE ' a démontré que si 2A, converge sur un en-
" semble &, de complémentaire C& réductible, vers une fonction
f(x) bornée sur &, S A, est une série de Fourier dont f(x) est la

génératrice (f étant définie arbitrairement sur C&). MM. W. H.
Young 2 et Ch. J. de la VAaLLEE-Poussin? ont fait voir ensuite

que pour pouvoir conclure que EA,, est une série de Fourier:
| | - ;
il suffit de supposer que ®(xr) = lim sup. ZA

grable dans (0, 2r) et soit finie dans tout l’mtervalle (0, 2x) ou
s’ll y a des points d’infinitude de cette limite, que leur ensemble
soit dénombrable ou ne contienne pas de sous-ensemble parfait.

4. Les problémes de Cantor et de Du Bois-Reymond se posent
pour chaque procédé de sommation des séries trigonométriques.
Ils ont été étudiés pour le procédé de Cesaro 4.

soit inté-
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