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SERIES TRIGONOMETRIQUES 45

pour |z| <1 et ait pour |z! < 1 sa partie réelle positive, il
faut et il suffit que le point (ay, @y, ..., @u; by, by, ..., b,) de I'espace &
9n dimensions appartienne au corps K, défini comme le plus
petit corps convexe contenant la courbe

x, — Z2coso Xy = 2cos 29, ..., x, = 2cos ny

y, = — 2sing , Yy = — 2sin 20, ..., ¥y, = — 2sinng

et cela quelque soit n.
M. TepLiTZ! a réussi & exprimer ce résultat sous forme algé-
brique. En posant

2 , a, + ib, e, 4 1b,
a, — b, 2 a, 4+ ib,_,
D =] a— thy a, — ih, a,_o + Ll;n_2
. . 9
a, ll)n ? a/z—’l ll)n-——l

et en désignant par H, la forme d’Hermite dont D, est le dis-
criminant, son résultat énonce qu’une fonction continue pério-
dique de période 2r est > 0 lorsque les coefficients a,, b, de sa
série de Fourier sont tels que les formes H,, H,,..., H,, ... ne
sont pas négatives.

Ces théorémes sont en relation étroite avec le théoréme de
Picard-Landau. Ils appartiennent plutét au domaine de la théorie
des fonctions d’une variable complexe; c’est pourquoi nous
n’insisterons pas ici sur les développements et les recherches
qu’ils ont provoqués. Notons simplement qu’ils permettent de
donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
suite de constantes soit la suite des constantes de Fourier d’une
fonction mesurable bornée, d’une fonction bornée intégrable au
sens de Riemann ou d’une fonction monotone 2.

§ 8. SERIE TRIGONOMETRIQUE ET SERIE CONJUGUEE.

1. A toute série trigonométrique

D [ee]
a Q) .
A, + EA” — 72-0 + Z (a, cos nx 4 b, sin nx)
1 1

L Toeplitz 1; voir aussi Fischer 3. — 2 Caratheodory und Fejér; Caratheodory 3, 4.




46 ‘M. PLANCHEREL

correspond une série conjuguée

© ' « o .
b _ .
B, + EB" :-‘50 + z(bncos nx — a, sin nx) ,
1 ' 1 B

ou b, est une constante arbitraire. Ces deux séries ne sont autre
~chose que la partie réelle et la partie imaginaire de la série de
puissances

F(z) = %o °+2(a — th, )z
1 .

sur la circonférence z = . :
On sait depuis les travaux de PriNGSHEIM ! et de Fesgr qu’il

existe des séries de puissances F(z) = 2 Cn 2", de rayon de con-

‘ 0
vergence 1, telles que f(z) = lim F(re*®) soit continue sur tout

r=-1-0

le oerole de convergence |z| =1 et pour lesquelles pourtant
2cp,e"” a une infinité de points de divergence sur ohaque arc
de la circonférence de ce cercle. Il ‘existe aussi des séries de
puissances F(z) pour lesquelles f(z) est continue sur |z| =
et pour lesquelles cependant 3¢, ¢ converge, mais ne converge
uniformément sur aucun arc de cette circonférence; de méme
il y en a qui convergent uniformément sur cette olroonference,
mais non absolument 2. ,

Lorsque la série F(z) réalise la transformation conforme du
cercle |z| < 1 sur une aire simple du plan complexe, auquel cas .

zn,an—— ib, |2 converge, Pétude de la oonvergence de F(z)
sur le cercle |z| =1 condult a un resultat extremement sunple

di A M. Fesj£r3: La serle 2 — 1b,) e converge pour toutes

les valeurs de z pour lesquelles F(z) a. ‘une hmlte radlale o
(z = re®, r > 1 —0). Et cela, uniformément sur tout ensemble -

~sur lequel la limite est uniforme. |
2. Si la série ZA est une serle de Foumer, Ia serle con]uguée

1 Pringsheim, Fejér. — 2 Neder 1, 2. — 8 Fejér 9; voir aussi Landau 2.
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SB, ne l'est pas nécessairement. Nous avons cependant déja
noté que si la génératrice de XA, est de carré intégrable, 2B,
est aussi la série de Fourler d’une fonction de carré intégrable.
Plus généralement, M. M. Riesz! a fait voir que si 2 A, est la
série de Fourier d’une fonction f telle que |f|?(p>1) est inté-
grable, 2B, est, elle aussi, la série de Fourier d’une fonction
conjuguée g telle que |g|? est intégrable. Ce théoréme résulte
du fait que la fonction conjuguée

t — &

dt (2%)

b, 1 ’
g(x) =5 -+ §7:‘/‘f(t» cot
0

existe presque partout lorsque f(x) est intégrable, & condition
de prendre comme valeur de I'intégrale la valeur principale de
Cauchy 2 et du fait que si |f|? (p > 1)) est intégrable, on a (en
supposant pour simplifier que a, = b, = 0)

27T 27
Slgdesy, [ de
0 0

M, ne dépendant que de p.
Si la fonction f(z) ~ EA” est continue et satisfait uniformeé-

1
ment & une condition de Lipschitz d’ordre «

| [l 4+ by — fle)) < k| R|*, k>0, a >0

la série conjuguée 2B, est aussi une fonction continue et satis-
fait & une condition de Lipschitz d’ordre « si o =1, et d’ordre
1 — ¢(e positif arbitrairement petit) si «=13.

@®
S1 la fonction f(z) ~ SA” est a variation bornée, la série
|

conjuguée 3B, converge en tout point ou la valeur principale
au sens de Cauchy de 'intégrale (24)

f[/'(x + 8 — flx —t)] cot%dt
0

existe, donc presque partout 4.

1 M. Riesz 8. — 2 Plessner. — 38 Fatou 1; Privaloff 3. — 4 Young 4.
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W. H Younc a donné des critéres généraux de convergence '
de la série con]uguee analogues 4 ceux donnes au § 3L

i la série E (a,l —1b,) e"* est partout convergente et converge

vers z6éro dans un intervalle arbitrairement petit, on a a, = b, = 0,
n=1,2,3,..2 Ce résultat a été généralisé par M. _F. Riesz3.
- M. PrivALOFF % a énoncé quelques théorémes sur les séries
conjuguées: Si f2 est intégrable et si la série de Fourier 3 A, de f
converge sur un ensemble I de mesure positive, la série
conjuguée 3B, converge presque partout sur JNL. Si une série
trigonométrique 3 A, converge sur un ensemble J1U de mesure
positive, pour que la série conjuguée 3B, -converge presque
partout sur JIC il faut et il suffit qu’elle soit sommable par une
certaine moyenne de Cesaro ou par le procédé de Riemann
presque partout sur IN. ~

3. M. Feskr 5 a étudié la relation qui existe entre les singula-
rités de Lebesgue et de Du Bois-Reymond de deux séries trigono-
métriques conjuguées. I1 a montré que si A, est uniformément
convergente dans (0,2r) la différence des sommes partielles
sn(z) et s () relatives & la série conJuguee 2B, converge vers
zéro et que par conséquent 3B, converge au sens ordinaire du
mot en tous les points out elle converge (C, 1) — donc presque
partout — et qu’elle converge uniformément sur tout ensemble
ou elle converge uniformément (C, 1). Il a montré encore que
si la série F(z) converge pour |z| < 1 et si la fonction F (z) est
continue pour |z| <1, de la convergence uniforme de 3 A, résulte
celle de 3B, et réciproquement. Si F (z) converge pour |z]| < 1
et est continue pour |z|< 1, si de plus A, converge partout,
cette série présente necessau'ement la smgularlte de Lebesgue
la ou =B, presente celle de Du Bois- Reymond

§ 9. LTUNICITE DU DEVELOPPEMENT TRIGONOMETRIQUE.

1. Un double probléme se pose: I. Sachant qu’une série tri-
- gonométrique A, ,converg\e vers zéro sur un ensemble E de

. 1'W. H. Young 24, — 2Fa’cou 1 — 3F und M Riesz — 4Privaloﬁ’1 — & Fe,]ér
"6, 11 voir aussi-W. H* Young 4 R , ‘
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