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38 | . M. PLANCHEREIL

En particulier .donc, si p =1, nous voyons qu’une série de
Fourier restreinte de classe 1, telle que a,~ 0, b,~ 0 jouit
dans P’intervalle de restriction et relativement & la convergence
“ordinaire de toutes les propriétés d’une.série de Fourier.

M. Younc a fait de ces séries une application importante &
Pétude de la convergence des séries de polynomes de Legendre ?, 1
“des séries de fonctions de Bessel? et de certaines séries trigono-
métriques non harmoniques 3. Une autre application intéres-
sante ¢ généralise un théoréme de Farou ® affirmant qu’une
série de puissances Za,z", telle que a, - 0, de rayon de
convergence 1, converge sur le cercle de convergence en tout
point de régularité de la fonction analytique engendrée par la
série. Ce théoréme de Fatou a été dans sa démonstration nota-
blement simplifié par M: M. Riesz ¢ qui a montré de plus que
la convergence est uniforme sur un arc de régularité et qui a,

. o, o v P all
en' remplagant la condition a,~ 0 par la condition — -+ 0

(8 >0), montré que le théoréme subsiste, & condition de rem-

placer la convergence ordinaire par la convergence (G, d). Si
a

=)
-n
(G, 6) aux points de regularlte.

< M, les sommes partlelles de la série restent bornées

§ 6. AUTRES PROCEDES DE SOMMATION.

1. 11 est quelquefois utile d’introduire d’autres procédés de
sommation équivalents au procédé de Cesaro. C’est ainsi qu’on
peut, pour les indices & positifs entiers, définir avec HOLDER7 un
procédé de sommation que MM. Kxopp8 et ScHNEE ® ont
montré equwalent au procédé de sommation (G, 8), CHAP-

MAN10, M. Riesz! et W. H. YounG!? ont étudié de tels procédés. -

2. M de la VALLEE Poussin13 a donné un procedé nouveau

pour ‘sommer une série 2 Un y 11 cons1ste a donper comme

: 1W H Young29 30. -—-SW H. Young35 -—-BW H, Youngsls ——-4-W H. Young o
- 82.— 5 Fatou 1. — & M. Riesz 8, 5, 6. — 7 Holder, — 8 Knopp 1, 2, 8. i~ 9 Schiee;
voir aussi Landau {, 2, — 10 Chapman 1. —1 M. Rtesz 1,2; volr aussi Hardy and Riesz
1 — 12 W H. Young 3 - 18 Vallée—Poussin 2 :

/
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somme a la série la limite de

2 vin — 1) ... (n — k4 1) y ' (20)
(n 4 1) n—|—-2)...(u—{—k) k-

Ce procédé est plus puissant que celui de Cesaro d’ordre quel-
conque. On peut en effet montrer! que toute série sommable
(C, 9) est sommable (V. P), ¢’est-a-dire par le procédé de M. de la
Vallée-Poussin; mais que, par contre, il existe des séries som-
mables (V. P) qui ne sont sommables par aucune moyenne
de Cesaro.

Si I'on semme une série de Fourier par le procédé (V. P.) on
voit que la série a pour somme (V. P.) 'expression

t
o 2 [Tl + 0 + fle — 0]de
-0 0

en tout point ol cette limite existe, donc presque partout et
que si, au point z, f possede une dérivée généralisée d’ordre k,
la série obtenue en dérivant p fois terme & terme la série de
Fourler de f converge (V. P.) vers cette dérivée généralisée.
Pour toute fonction intégrable

27
lim f]f(x) —V, (x)|dx = 0
1= © 0

V, deésignant la n-iéme somme partielle (V. P.) de la série de
Fourier de f. '

A désignant une constante, le procédé de sommation ou ’on
remplace V, par

n
Vi = .+

k=

nin —1)...(n — k-4 1)
(n+ 20+ 1) (n+ 28 4+ 2)... (n + 2)\+/i)u

est équivalent au procédé de M. de la Vallée-Poussin 2.
q 14 * * hs -
0. D’autres procédés de sommation interviennent dans cer-

1 Gronwall 6, 7; Moore, — 2 Kogbetliantz 1.
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- taines recherches; ¢ ‘est le cas du. procede de sommatwn dit de
Poisson, ou I’'on cherche la limite pour r - 1—0 de la série

A P ) {
® ' T R ' )
) el on.
2 E a, cos nx <+ b, sin nx)r

1.

et de celui qm se presente dans la theorw de la propagatwn de
la chaleur :

Clim | % a cosno + b sinne)r™ |
M_lﬂ[ﬁ 4—_2( n €OS H- n ?) ]

Notons encore le procédé de Riemann:

lim [ +\1 (812:k> a,cosnx 4+ b, sin nx)] .

h=0

Ces divers procédés possédent d‘ans le cas des séries de Fourier
des proprletes analogues & celles que posséde le procede de M. de
la Vallee Poussm 1

§ 7. LA THEORIE DES CONSTANTES DE FOURIER.

1. L’idée d’édifier & coté de la théorie de la convergence des
séries de Fourier une théorie,des suites des constantes de Fourier .
semble avoir été formulée pour la premiére fois d’une  fagon
nette par Hurwitz? qui'a montré que ’on peut additionner et
multiplier entre elles les équivalences des fonctions intégrables
bornées et qu'une équivalence intégrée terme & terme donne
lieu & une égalité. Le probléme général de cette théorie des
constantes de Fourier est le suivant: De propriétés connues de
f(z), quelles conséquences conclure pour la suite de ses constantes .
. de Fourier et inversement. | .

'En réalité on sait trés peu de choses sur les caractérlsthues
- d’une suite de constantes de Fourier. On sait que a,-0 et

. que 2-— Gonverge 3, 11 n ex1ste pas de fonctlon Z( ) tell,eque - )

S T

.| * Vallee-Poussin 2, Hahn 1, — "Huirmtz‘sp-~e~,"s'héhesgue‘~"5;p-‘-.‘fgdz,,mz,./.a_.;;,;; e
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