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Elem. Geometrie vom hoheren Standpunkte aus; Seminar. — WoLFER:
Einl. in die Astronomie; Bahnbestimmungen im Sonnensystem.

-

Zurich; Ecole Polytechnique Fédérale, section normale. — Hirscr: Hoh.
Mathem. mit Uebgr. — FraneL: Mathem. sup. avec exercices. — Gross-
MANN: Darstellende Geometrie mit Uebgn Nicht euklidische Geometrie. —
KorLros: Géométrie descript. avec exercices. — POLYA: Emfuhrg in die
Analysis reeller Grossen; Funktionentheorie; Seminar. — MEISSNER:
Mechanik; Ausgew. Kapltel — PLANcHEREL: Vektor Analysis; Equations
_ dift.; Semlnar — WEeYL: Analyt. Geom.; Algebra u. Zahlentheorie; Philo-

sophle der Mathem.; Seminar. — BAESCHLIN: Vermessunquunde Aus-
gleichungsrechnung. — WOLFER Einl. in die Astronomie; Bahnbestim-
mung. —. AMBERG: Didaktik des mathem. Unterrichts, — MARCHAND:

Versicherungsmathematik.

Cours libres. — BEYEL: Rechenschieber; Darst. ‘Geom.; . Analyt. Geom
des Raumes. -— HUCKEL Pr1nz1p1en der Mechamk — KIENAST Endllche
Gruppen.

BIBLIOGRAPHIE

Henri Virat. — Mémorial des Seiences mathématiques. — Fascicules
d’environ 56 p., gr. in-8°, publiés & partir de janvier 1925. Gauthier-
Villars et Cie, Paris.

Ces fascicules publiés sous la direction de M. H. Villat et dus & des mathé-
maticiens expérimentés ne tarderont sans doute pas & former une belle
encyclopédie. Leur but est la mise au point, facilement accessible, de sujets
généralement trés homogénes, mais dont jusqu’ici le développement n’allait
pas sans quelque dispersion dans les publications perlodlques Chaque

- fascicule contiendra une solide blbhographle

Prés de cent titres sont annoncés par ’6diteur. Mentionnons ceux des
ceuvres a publier a bref délai, la premiére venant d’ailleurs de paraitre:
P.ApreLL, Sur une forme générale des équations dela dynamique; P. APPELL,
Séries hypergéométriques de plusieurs valables, polynomes d’Hermite et
autres fonctions sphériques de ’hyperespace; A. BunL, Séries analytiques
et sommabilité; P. LEvy, Analyse fonctionnelle; M. D’OCAGNE, Esquisse
d’ensemble de la Nomographle G. VALIRON, FOIlCthIlS entiéres et fonctions

“méromorphes; A. VERONNET, Figures d’equ1]1bre et Cosmogonie; E. Gour-
sAT, Le Probleme de Backlund.

' L’Ensezgnement Mathématique se fera un dev01r et un plaisir d’analyser
ces intéressants cahiers au fur et & mesure de leur publication. Nous com-
" mencons, dans ce numéro, par le premier, dit & M. P. Appell: Tous nos veeux
accompagnent la naissance de cette collectlon qui promet d’étre aussi blen—‘
venue que brlllante : ‘
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P. ArpeLL. — Sur une forme générale des équations de la Dynamiqug. —
Un fascicule de 1v-52 pages, gr. in-8°. Prix: 10 francs. Gauthier-Villars

et Cie, Paris, 1925.

Tel est le premier fascicule du « Mémorial » annoncé d’autre part. Le
savant auteur y réexpose, d’une maniere compléte et avec bien des adjonc-
tions modernes dues a différents disciples, la théorie d’équations dynamiques
créées par lui et d’ailleurs communément appelées de ce fait « équations de
M. Appell ». La théorie vise les systémes non holonomes, ¢’est-a-dire ceux ou
des liaisons s’expriment par des relations differentielles non intégrables
entre coordonnées. De tels systémes ne sont pas exceptionnels; tels sont
tous ceux ou des surfaces (qui peuvent se réduire a des courbes) roulent sur
des surfaces.

Le cerceau est I'un des plus simples. Un premier point, bien frappant, est
que la non holonomie parait plus ou moins marquée, suivant le choix des
coordonnées; 'ordre du systéme, c’est-a-dire le nombre des parametres
auxquels les équations de Lagrange ne s’appliquent pas, est variable avec
ce choix. Il y a toutefois un ordre minimum pour un systéme donné.

Les équations de M. Appell exigent la formation d’une énergie d’accélé-
rattons qui tient alors lieu de 1’énergie de vitesses suffisante pour former les
équations de Lagrange. Les nombreux cas mixtes ou ces derniéres équations
s’appliquent & de certains parametres montrent nettement, quand ceux-ci
deviennent de moins en moins nombreux, combien les nouvelles équations
s’imposent en constituant une extension logique des méthodes lagrangiennes.
On a méme tourné les difficultés de non holonomie de maniere lagrangienne
en tentant de compléter ou de corriger les équations de Lagrange. D’impor-
tants résultats ont été obtenus en ce sens, mais leur analyse se trouve tres
simplement et trés naturellement d’accord avec les propriétés générales des
équations de M. Appell dont, d’ailleuss, des raisons analytiques profondes
confirment la forme. De méme que les équations de Lagrange ou les équa-
tions canoniques peuvent avoir leur origine dans le calcul des variations,
dans le principe d’Hamilton, il existe un « Principe de la moindre contrainte»,
di a Gauss, auquel correspondent directement les équations ici étudiées.

La Physique mathématique semble pouvoir tirer grand parti de ces
conceptions.

Laroue de Barlow est analogue au cerceau. Maxwell, en électrodynamique
a tente de se servir d’'une modification des équations de Lagrange, que M.
Guillaume, de Berne, cherche & rattacher aux équations de M. Appell.

Il semble méme possible d’apercevoir ces équations comme jouant un
role de trait d’union entre les mécaniques lagrangienne et einsteinienne.
Le parallélisme de M. Levi-Civita est une variation vectorielle infinitésimale
non intégrable, en général, ce qui fait qu’une direction ne se conserve pas
lorsqu’on la transporte le long d’un contour fermé. Alors M. E. Cartan dit
que « I’espace » n’est pas holonome; c’est, tres exactement, le point de vue
précédent sous des espéces & peine différentes. A cette non holonomie de
Pespace on peut faire correspondre la gravifique d’Einstein.

On voit quelle moisson d’idées offre le premier fascicule du « Mémorial ».
Ce dernier ne pouvait naitre sous de meilleurs auspices.

A. Bunr (Toulouse).
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- G. VALIRO]\ — Fonetions entiéres et fonctlons méromorphes  d’une va-
. riable. (Mémorial des Sciences. mathématiques, Fascicule II.) — 1 vol. gr.
in-8° de 60 pages. Prix: 10 fr. — Gauthier-Villars & Cle, Paris, 1925.

: Aprés le premier fascicule di & M. P. Appell le Mémorial continue & étre
inauguré non seulement de fagon brillante mais dans un esprlt qui est tout
partlcullerement celui défini pai M. Villat. Les apercus sont immenses et
ici & peu pres désemcombrés de démonstrations plus ou moins pointilleuses;
j’imagine que l'ouvrage de M. Valiron, pourrait étre d’un prix inestimable
pour le néophyte bien doué quile prendrait pour guide en s’efforcant de réta-
blir toutes ces démonstrations sous-entendues; dans les cas les plus difficiles
il se reporterait aux Mémoires originaux cités avee précision et abondance.
Pour le savant, le fascicule remet promptement en mémoire une foule de
résultats dispersés et le but du « Mémozial » est pleinement atteint.

- Une condensation, tant s0it peu explicative, de ce qui est deia si bien
condensé n’apparait pas trés aisée. On sait que la theorle ason origine dans un -
théoréme publié, en 1879, par M. E. Picard, sur deux valeurs exceptionnelles
qu’une fonction umforme ne peut prendre dans le voisinage d’un point
essentiel, théoréme repris par MM. Borel et Hadamard. La notion de genre
d’une fonction entiére, due & Laguerre, fut fécondée par Poincaré, la décom-
position en facteurs illustrée par Weierstrass et I’on reconnut bient6t que les
propriétés générales de l'uniformité se manifestaient de maniére particu-
lierement simple en la fonction entiére.

‘Puis ¢’est la prodigieuse floraison. C’est, par exemple, le module M(r) d’une
analyticité parfois tres différente de celle de f(z) ; on étudie cependant d’abord
la croissance exponentielle. C’est le theoreme de Landau, rajeuni et appro-
fondi par A. Bloch, sur un nombre R (¢, ¢;) qui décide d’un cercle de non
holomorphie ou de I’absence de valeurs exceptiornelles pour une fonction
définie par une série entiére. Hurwitz précise, Schottky généralise encore
et des domaines circulaires nous passons aux domaines sectoriels. Viennent
alors deux notions d’une importance capitale: celle de jamille normale de
fonctions due & M. Montel et celle de chemins de détermination ou d’indéier-
mination, plus ancienne peut-étre mais récemment trés travaillée par M.
Julia. La notion d’ordre, due & M. Borel, permet de rassembler facilement
beaucoup de propriétés des fonctions entiéres et méromorphes, au moins
quand I’ordre est fini. Ce sont d’abord les questions de dénombrement de
zéros-(Jensen, Nevanlinna), la théorie de J. Hadamard sur la décomposition
de Weierstrass, tout ceci étant intimément lié & la notion de genre, puis les
travaux de Wiman, Lindeldf, Phragmen, etc. ol réapparaissent les aires
sectorielles et les chemins de détermination, poursuivant le plus souvent le
point & Pinfini avec des procédés d’une rare originalité et relevant plus
encore du, talent particulier a tel ou tel auteur que de méthodes absolument
fixées.

Avec le théoréme de M. Borel et ’ordre mﬁm on voit, de mieux en mieux,
I’utilité de la notion générale d’ordre; I’ordre infini eclalre les cas d’ordre
fini. Le fascicule se termine avec quelques pages sur les fonctions inverses
des fonctions entiéres ou méromorphes. .

La bibliographie, naturellement riche, est faite avec beaucoup de dlscerne-
ment. Hst-il besoin d’ ajouter que les travaux de M. Valiron lui-méme
forment comme une charpente fondamentale ? Nul n’a oublié les Lec-
tures on the Theory of integral Functions analysées récemment ici-méme;
nous retrouvons maintenant le sympathlque auteur avec plus de faits encore
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et moins de démonstrations mais, précisément a cause de cela et comme nous

le disions plus haut, bien dans la note du « Mémorial ».
A. Buur (Toulouse).

P. Arrerr. — Fonetions hypergéométriques de plusieurs variables, poly-
nomes d’Hermite et autres fonections sphériques dans I’hyperespace.
(Mémorial des Sciences mathématiques, Fascicule III). — 1 vol. gr.

in-80 de 76 pages. Prix 10 fr. — Gauthier-Villars & Cie, Paris, 1925.

Le premier fascicule du « Mémorial » ayant déja été rédigé par M. P
Appell, personne ne s’étonnera qu’il en soit encore de méme pour le troi-
siéme; & ce rapprochement la collection créée par M. Villat ne peut que
gagner en autorité. I=i M. Appell nous livre des apercus qui furent d’abord
pour lui une ccuvre de jeunesse, ’ccuvre en question s’étant toutefois déve-
loppée depuis prés d’un demi-siecle avec 'apport de plusieurs disciples et
devant méme, avec la collaboration de M. Kampé de Fériet, aboutir a la
prochaine publication d’un volume étendu. Le présent résumé a d’ailleurs
eu un précédent en I’Encyclopédie des Sciences mathematiques, ce pré.édent
étant toutefcis de rédaction notablement différente.

M. Appell définit tout de suite quatre fonctions F;, par des séries entieres
a deux variables, z et y, séries qui ont une analogie immeédiate avec celles
correspondant au cas d’une seule variable. Ces fonctions F; sont aussi expri-
mables par des intégrales doubles, de structure algébrique fort simple, qui
conservent un sens hors des domaines de convergence des séries précédentes.
Il y a, de méme, & l’aide de la fonction gamma, des représentations des F;
par intégrales simples a variable complexe. Enfin, de méme que la fonction
hypergéométrique de Gauss satisfait & une équation différentielle linéaire,
les F; satistont a des systémes d’équations aux dérivées partielles linéaires
et du second ordre pour lesquelles, avec quelques précautions analytiques,
on peut définir des intégrales générales constructibles & partir des F; consi-
dérées comme solutions particuliéres. Il y a aussi des équations adiointes
de méme type que les précédentes; le tout est abondant mais de classifica-
tion fort élegante et fournit notamment ’occasion de construire de nom-
breuses équations identiques & leur adjointe. Nous passons ensuite a des
considérations moins élémentaires mais encore plus captivantes. Les équa-
tions aux dérivées partielles vérifiées par les F; n’ont pas, en général, des
intégrales uniformes: on peut, avec M. Picard, inverser des quotients de
telles intégrales et rechercher les conditions d’uniformité de ces fonctions
inverses. On reconnait I’extension d’un probléme de Riemann-Fuchs et I’on
arrive ainsi & des fonctions hyperfuchsiennes. La réduction des fonctions
hypergéométriques en z, y consiste essentiellement & poser y = f () dans les
équations aux dérivées partielles précédentes d’ou des équations différen-
tielles ordinaires dites réduites pour certaines formes de f (x); ces derniéres
¢quations ont des formes remarquables et sont ainsi intégrées hypergéomé-
triquement. D’autre part, il y a des fonctions hypergéométriques de n
variables, d’autres qui dégénérent du coté des fonctions de Bessel, de plus
des intégrales définies généralisent celles mentionnées au début, d’ou les
fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur. Tel est ce qu’il y a d’absolu-
ment essentiel dans la premiére partie du fascicule. La seconde partie, bien
que plus particuliére au premier aspect, n’est pas moins intéressante. Il
s’agit du cas ou des fonctions hypergéométriques se réduisent tout simple-
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ment & des polynomes et nous avons ainsi uns riche moisson d’équations aux
dérivées partielles vérifiables par des polynomes & deux variables. Ges poly-
nomes ont des propriétés d’une élégance remarquable tant différentielles -
qu’intégrales. Ainsi ils peuvent étre en relation, par dérivations partielles,
avec des polynomes générateurs encore plus simples; ils donnent des rela-
tions intégrales d’orthogonalité et étendent la théorie de Legendre; les poly-
nomes spherlqups generallseq dépendent, & la fois, des considérations
précédentes et de la théorie du potentiel dans I’ hyperespace. Insister davan-
tage ne pourrait donner ici une meilleure idée de ces harmonies qui occupaiént .
déja beaucoup Charles Hermite. Nous n’hésitons, pas.plus que I’éminent
auteur du fascicule, & rappeler & la jeune génération ce nom illustre, évo-
quant tant de science profonde et si supérieurement élégante; M. Appell
nous montre admirablement, par ses propres créations, que la fécondité des
méthodes hermitiennes reste intacte et peut inspirer encore bien des recher-

- ches auxquelles le troisiéme cahier dv Mémorial servira d’introduction tout

particuliérement aisée. . - A. BunL (Toulouse).
MAURICE D’OCAGNE. — Esquisse d’ensemble de la nomographie,' (Mé-
morial des Sciences mathématiques, Fascicule IV). — 1 vol. gr. in-8%

de 68 pages. Prix: 10 fr. — Gauthier-Villars & Cle, Paris, 1925.

Que ne connait, au moins de réputation, les théories nomographiques
générales de M. d’Ocagne ? Nous en avons déja parlé assez longuement dans -
L’Enseignement Mathématique (t. XX, 1918, pp. 30 et 151). Le « Mémorial »
fournit, & ’éminent géomeétre, l’occasion d’un nouvel exposé particuliére-
ment bref et assimilable.

Qu’a des équations plus ou moins quelconques on puisse faire corres-
pondre des courbes ou des intersections de courbes, par les procédés or-
dinaires de la géométrie analytique, c’est 14 une banalité mais une banalité
fort peu pratique en général et ce n’est pas du tout la nomographie. Un
abague tant soit peu utilisable ne saurait étre un réseau plus ou moins .
inextricable de courbes quelconques. Il doit étre constitué par des lignes
simples, des droites, des cercles, des points et c’est tout un art que de dis-

~ poser de tels elements pour la-résolution des problémes les plus quelconques

algébriques ou transcendants. Un des apergus les plus captivants est pré-
cisément, apres avoir tiré tout le possible des intersections de droites, de
simpliﬁer encore les choses par le procédé dualistique qui donne les nomo-
grammes a points alignés.

Avec les équations a trois varlables commencent les procedes de disjonc-

tion conduisant aux abaques en damier de Lalanne déja susceptlbles d’étre

anamorphosés.

La notion de genre d’un nomogramme i points - allcrnés correspond au
nombre d’échelles non rectilignes qu’il compor’re on sent ici la classification
fondamentale avec la réductien au minimum pour le nombre en question.
Il y a des nomogrammes a double alignement avec lieu de points doubles .
formant une charniére assimilable & une ligne de terre d’épure descriptive; -
ils correspondent & des équations se construisant fort élégamment a I’aide
de déterminants. D’ailleurs 1’élégance analytique des exposés montre tou-

_jours qu’il y avait 1a une symétrie arithmético-géométrique a exploiter;

la nomographie est née, comme tant d’autres branches des mathematiques,
de-symeétries associables en un corps de doctriné qui avait d’autant plus

A S
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de droits 4 D’existence que la pratique y trouvait amplement son compte.
Les nomogrammes a-index paralleles ou en équerre, de méme que ceux
a index circulaire, appuient élégamment ces assertions. Et si nous avons vu
tout a I’heure la nomographie se combiner avec la géométrie descriptive
nous la voyons se combiner avec la cinématique par glissement et pivote-
ment des abaques les uns sur les autres. N’y a-t-il point 1a de quoi éveiller
une vive curiosité chez ceux qui ne connaissent encore que sur oui-dire
la science des Clark, Goedseels, Lalanne, Lallemand, Lecornu, Mehmke,
Soreau, science si bien représentée aujourd’hui par M. Maurice d’Ocagne
qui vient, en peu de pages, de nous en rappeler les traits les plus estheé-
tiques. A Bunar (Toulouse).

Emile BoreL. — Traité du Calcul des Probabilités et de ses applications,
publié¢ avec la collaboration de L. Blaringhem, G.-V.-L. Charlier,
R. Deltheil, H. Galbrun, J. Haag, R. Lagrange, F. Perrin, P. Tray-
nard. Tome I, fascicule 1: Principes et formules classiques du Calcul
des Probabilités. Tome 11, fascicule III: Mécanique stalistique clas-
sique. Volumes gr. in-8° de 150 et 160 p. Prix de chaque fascicule:
20 francs; Gauthier-Villars & Cie, Paris, 1925.

C’est véritablement d’un grand Traité (dont un fascicule di a M. H.
Galbrun a déja été analysé ici-méme) que M. E. Borel entreprend la publi-
cation; ceux de Bertrand et de Poincaré, malgré tout leur intérét n’avaient
point Pampleur de celui de Laplace, tandis que la nouvelle ceuvre pourra
vraisemblablement prétendre a cette ampleur et, naturellement, a des
visées plus modernes. De nombreux collaborateurs, dont plusieurs sont des
techuniciens avisés, apporteront au livre les plus utiles compléments.

Commencons par analyser briévement les fascicules ci-dessus annor cés,
tous deux dus & M. Borel lui-méme. L’un a été rédigé par M. René Lagrange,
P’autre par M. Francis Perrin.

Tome I, fasc. 1. — C’est une banalité que de faire commencer le Calcul
des Probabilités avec I’Analyse combinatoire. Reste a combattre le banal
par Iintérét des exemples choisis. C’est ce qui se produit ici avec le pro-
bleme du scrutin ou le cantlidat élu posséde la majorité non seulement & la
fin du dépouillement, mais dans tout le cours de celui-ci. Henri Poincaré
n’a point dédaigné cette question créée par D. André. Citons encore les
problemes de la foule et des rencontres, le dernier facile a appuyer sur la
notion d’espérance mathématique. Un des points ou M. Borel a tout le
mérite d’un créateur, ¢’est 'introduction, entre les probabilités continues
et discontinues, des probabilités dénombrables. Celles-ci rattachent le Calcul
des probabilités aux séries, tout comme les probabilités discontinues le
rattachaient aux combinaisons et les probabilités continues aux intégrations
& champs géométriques. Une autre originalité consiste & situer d’une maniére
précise les problémes du deuxieme ordre; ce sont surtout ceux, tels les pro-
blemes généraux d’écart, ou il faut faire appel & Iapproximation donnée
par des intégrales définies, les formules combinatoires cessant d’étre ma-
niables. Une théorie de la corrélation méritait d’étre explicitée; elle introduit
la valeur moyenne d’une fonction de deux phénomeénes plus ou moins
dépendants et renseigne sur cette dépendance quand la valeur moyenne
en question est empiriquement connue.

Les probabilités continues s’adressent aux géomeétres proprement dits -
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ainsi qu’aux analystes experts en intégrales multiples. La probablllte duy
segment inférieur & e, facile 4 obtenir dans le cercle ou la sphére mais
difficile et beaucoup plus compliquée pour un espace polygonal ou polyédral
suffit & attirer ’attention sur des problemes toujours simples & poser.
- Le Jeu ‘de pile ou face équivaut & I’étude de la numération binaire ou
encore a celle d’un quadrillage sur lequel une partie quelconque s’inscrirait
par le tracé d’une ligne brisée. Ainsi bien des résultats deviennent graphi-
quement intuitifs. Signalons, en passant, le cas, encore peu recomman-
dable, du joueur ayant assez de force de caractére pour savoir se retirer
du jeu au premier gain. Les questions de statistique conduisent aux courbes
a escalier et aux intégrales définies du probléme des moments. L’objet fon-
damental est la représentation approximative, par escaliers, de fonctions
continues croissantes; nous retrouvons la des raisonnements nés avec les
~ préoccupations modernes concernant les fonctions de variables réelles.
Comme quoi le Galcul des Probabilités, qui tient de si prés & la pratique
-courante, ne se trouve pas loin non plus des plus dehcates et subtlles ana-.
lyses concernant la continuité.

Tome I1, fasc. I1I1. — Nous voici maintenant en contact avec la réalité
physique et d’une maniére qui, de nouveau, ne peut susciter qu’une admi-
ration sans réserves. La théorie donne 'impression de ces « moules mathé-
matiques » dont parle M. Emile Picard dans ses Melanges de Mathématiques
et de Physique (pp. 192, 315) récemment analysés ici-méme. Ce n’est pas
tant la Physique qui a exigé des constructions plus ou moins diverses ou
adéquates auxquelles se seraient pliées les théories probabilitaires; celles-ci
continuent & s’offrir avec leurs traits généraux (par exemple avec I’invariant
intégrdl de l’extension en phase, attaché immédiatement aux équations
hamiltoniennes) et ¢’est dans ce moule analytique, jouant un réle primor-
dial, que s’insérent les théories cinétiqués maxwelliennes tout comme les
theorles électromagnétiques et électroptiques, dues également au génie de
Maxwell, s’insérent, par exemple, dans des formules stok1ennes et des
intégrales multiples identiques, au fond, & celle envisagées ici. Les images
que bien des physiciens jugenf trop audaeieuses ou méme contraires au
bon sens, se présentent ici de la maniére la plus naturelle.

" Tels sont la représentation de l’agltatlon moléculaire dans I’ hyperespace

le chyc éntre molécules interprété comme une réflexion sur une hypersurface,'
la répartition moléculaire la plus probable, laquelle donne lieu a une tres
élégante théorie hypersphérique.

"~ Un point extrémement lnteressant tant par l’elegance de I’analyse que
par les apergus physiques suggérés, est constitué par la combinaison de la
loi de répartition de Maxwell avec un mouvement d’ensemble. de la masse
gazeuse, ce mouvement pouvant étre au moins une translation ou une
rotation uniforme. La question du libre parcours moyen de la molécule
rameéne & I’emploi de la transcendante 6 ( ) a1ns1 physiquement mtrodulte
dans le Calcul des Probabilités. =~

De méme la théorie des erreurs permet d’aborder simplement la diff asion
d’un ‘gaz en lui-méme, probléme qu1 d’autre part, dépend d’une équatlon
aux dérivées partlelles identique a celle formée par Fourier quant a la
propagation de la chaleur dans un corps homogene. Au deld, les choses se
compliquent du fait de I'incertitiide affectant la notion de libre parcours,
‘mais non sans une. intéressante 1ntervent10n de la formule de Bayes rela« )
' tlve ala probablhte des causes. : |
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Parmi des compléments divers signalons l'influence d’un .Char'np de
gravitation, le cas de molécules non sphériques et de tres petites 1m_pul-
sions, qui ne semblent pas s’accorder avec les postulats de la Mécanique
ordinaire et appeler la Théorie des Quanta, la molécule ou quelque chose
vibre pour produire un rayonnement; il n’est pas indispensable de se re-
présenter ce quelque chose pour parvenir & des équations linéaires et a des
développements trigonométriques.

Nous terminons avec le Principe d’évolution ou Principe de Carnot. La
Théorie cinétique s’y montre plus puissante que l'ancienne Thermodyna-
mique; elle permet de généraliser Pentropie et ici, comme en tout ce qui
précede, se montre relativiste en ce sens que, tantot macroscopique, tantot
microscopique, ses résultats peuvent avoir des aspects differents pour
’observateur grossier et I’observateur subtil. En ces captivantes questions
insaisissable et parfois si décevarte notion de vérité est remplacée, de
maniére particuliérement heureuse, par celle d’'une harmonie que personne,
semble-t-il, ne pourra sérieusement co1tester. Il y a sans doute une forte
probabilité pour que ce soit I’Analyse mathématique qui donne les meilleures
représentations des phénomeénes universels.

A. Buur (Toulouse).

Pavr LEvy. — Caleul des Probabilités. Un vol. gr. in-8¢ de VIII-350
pages. Prix: 40 francs. Gauthier-Villars et Cie, Paris, 1925.

Les ouvrages sur le Calcul des Probabilités naissent, a ’heure actuelle,
avec une étonnante rapidité. Ceux de M. E. Borel et d’éminents collabo-
rateurs ne sont pas encore completement publiés qu’en voici un autre,
livrant des enseignements déja faits au College de France et a I’Ecole
Polytechnique et d’une maniere telle qu’il conquiert hautement le droit
de s’imposer, en toute premicre ligne, a l'attention des géométres, des
psychologues et de tous les théoriciens du Hasard.

Il contient une Premiére partie de 133 pages qui est presque entiérement
dépourvues de formules. Laplace, Bertrand, Poincaré..., ont commence
ainsi, mais ici M. Paul Lévy apporte tant de nombreuses et intéressantes
remarques que le plaisir de les lire ne paraitra certainement point défloré
par quelque lecture plus ancienne. De plus, c¢’est avec intention que j’ai
écrit le mot « psychologue». Devant des faits qui ont des probabilités
égales pour différents observateurs, lesquels conviennent d’ailleurs de
cette égalité théorique, 'auteur nous fait souvent assister a des différences
de jugement qu’on ne peut attribuer qu’a des différences psychologiques
entre ces observateurs. Le Calcul des probabilités apparait alors comme un
mode de jugement qu’on peut concevoir, au moins idéalement, comme
indépendant des psychologies personnelles. Ceci n’est pas magnifier peu
le dit calcul mais Laplace promettait déja quelque chose en ce sens et le
moins qu’on puisse dire est que M. Paul Lévy a continué la grande tradition
avec une rare finesse d’esprit. \

Passons a la partie mathématique proprement dite. On sait le gran
progres introduit par M. E. Borel avec la notion de « probabilité dénom-
brable ». Ce progres est maintenant poursuivi. Tout ce qui disseque la
continuité, les ensembles et leur mesure, les intégrales de Stieltjes et de
Lebesgue, les fonctions mesurables, sommables, etc. tout cela, dis-je, est
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repris d’une facon sommaire, généralement trés intuitive et colle, tout au
long, avec les formules et les raisonnements d un Calcul des probabilités
convenablement étendu.

Viennent aussi du c6té de la loi de Gauss, de la fonction caractéristique
attachée a la courbe en cloche, des généralisations qui, & I’étonnement de
Pauteur lui-méme, font retomber sur des résultats obtenus par Cauchy et
oubliés depuis. C’est qu’il y a des courbes en cloche plus simples que celle
de Gauss, par exemple y (1 + z2) = 1.

La « Composition des lois de Probabilité » part trés 51mp1ement de la
notlon de variable éventuelle toujours assimilable au gain d’un joueur.
Elle conduit aux compositions, de coefficients et de fonctions caracté-
ristiques, non moins simples et & une premiére conclusion de stabilité
concernant la loi de Gauss. La loi de Cauchy est également stable. Lois
composantes et loi resultante sont liees par d’intuitifs théorémes de conti-
nuité.

Les « Lois de probablllte variables, la notion de loi réduite » développent
considérablement I’ancienne idée d’aprés laquelle une erreur, somme d’un
grand nombre d’erreurs partielles indépendantes, obéit & une loi qui tend
vers celle de Gauss. Une loi dépendant d’un parameétre peut tendre vers une
- loi limite quand ce parametre tend vers une limite; ceci conduit a des fonc-
tions caractéristiques tendant vers des fonctions hmltes et comme, en gene-
ral, la limite d’expressions variables est plus sunp]e que ces expressions
ou que, du moins, il y a avantage a ce qu’il en soit ainsi dans beaucoup de
questions pratiques, les lois variables avec limite conduisent naturellement
aux lois de probabilité réduites.

Avec la «Loi des grands nombres » nous étudions toujours des trans-
formations possibles de la loi de Gauss mais, comme on peut s’en douter,
ces transformations n’apparaissent point d’abord comme arbitraires;
elles sont dans un « domaine d’attraction » de la loi de Gauss. Bien plus
un espace fonctionnel, avec ses points qui représentent des fonctions ou des
lois, peut intervenir d’une maniére prodigieusement intéressante; cet
espace admet la loi de Gauss pour origine. De telles considérations donnent
a la théorie une structure analytique que d’autrés auteurs moins bien
outillés déclatraient trop complexe, cette structure devenant ici maniable
et intuitive.

Il y a, tout de méme, des « Lois exceptionnelles » n’appartenant pas au -

domaine d’attraction de la loi de Gauss. Elles ont leurs domaines d’attrac-
tion particuliers ce qui n’empéche pas qu’il existe une composition de lois
. appartenant a différents domaines d’attraction.

Mais, avec la « Théorie des erreurs », la loi de Gauss reprend toute son
importance; & son exposant quadrathue s’attache la fameuse méthode des
moindres carrés.

Enfin dans la « Théorie cinétique des 0'az » Iexponentielle de Gauss
reparait encore dans la loi de Maxwell. Le Calcul des probabilités vient ici
compléter merveilleusement la mécanique rationnelle; il démontre notam-
ment I’équipartition de I’énergie et conduit, ¢’est le cas de le dire, & consi-
dérer la réalité moléculaire comme extrémement probable.

-~ Ce bel ouvrage se termine par une Note sur « Les Lois de probabilité
.dans les ensembles abstraits ».

" Sile calcul des probabilités se ]oue elegamment du dénombrable et du
continu, peut-il s’étendre, au moins en tant qu’abstraction théorique,
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comme la théorie des ensembles elle-méme, avec les ensembles plus puis-
sants que le continu ?

N’essayons point de répondre, pour M. Paul Lévy, a cette question
aussi passionnante que difficile. Renvoyons a son livre, si fin, si disert, si
original malgré toute la modestie qui lui a fait fouiller I’ceuvre des preé-
décesseurs pour tenter de rendre a chacun ce qui lui était da. On y verra
comment les théories les plus en vogue peuvent prendre, tout & coup, du
fait d’un auteur habile, un remarquable cachet synthétique qui semble

leur imprimer des couleurs spéciales, séduisantes et nouvelles.
A. Buur (Toulouse).

Stanislas Mirrot. — Théorie nouvelle de la Probabilité des Causes. —
Une brochure gr. in-8°, vi-36 pages. Prix 5 francs. Gauathier-Villars
et Cle, Paris, 1925.

Le Calcul des Probabilités est décidément & la mode. Dans la délicate
question de la probabilité des causes, M. St. Millot ne quitte pas le point de
vue de Laplace mais il en déduit une théorie surtout géomeétrique en intro-
duisant 1a notion de zone de probabilité. D’ott d’intéressantes figures et
I’application de méthodes nomographiques de M. M. d’Ocagne.

Outre les questions assez habituelles concernant la masculinité ou la
féminité dans les naissances, I'auteur examine des cas biologiques plus
originaux, comme celui d’une réaction tentée a I’Institut Pasteur d’Alger
sur des malades suppurants ou non. La recherche du degré de certitude pour
que la réaction corresponde effectivement a un état spécial revient, en effet,
a un calcul graphique tres simple.

Les fondements de la brochure sont constitués par quatre Notes présen-
tées aux Comptes rendus en 1922-23. On ne peut que souhaiter & auteur
de développer encore davantage ses méthodes de tracé.

A. Buur (Toulouse).

G. Bouricanp. — Préeis de Mécanique rationnelle a 1'usage des éléeves
des Facultés des Sciences. — Tome I, avec un choix de probléemes
proposés a la licence et a l’agrégation et rédigés par M. J. Dollon.
Un vol. gr. in-8° de VIII-282 pages. Prix 25 fr. Vuibert, Paris, 1925.

Ceci parait étre le premier ouvrage de quelque étendue, concernant la
Mécanique rationnelle, qui soit dii & un jeune éléve de M. P. Appell. Logi-
quement, un tel livre devait apparaitre tot ou tard, mais combien ’excellence
et le caractére grandiose de I’ccuvre du Maitre semblait devoir entacher
d’inutilité toute nouvelle tentative dirigée dans le méme sens. Or, ce qui
justifie ici cette nouvelle tentative, c’est précisément le triomphe des idées
jadis mises au premier plan par M. Appell, c’est-a-dire de cette mécanique
analytique qui autrefois rejetée a la fin des traités, puis heure usement mélée
a ceux-ci, arrive maintenant en premiére ligne, I'idéalisme mathématique
s’étant révélé sinon supérieur (la question est toujours controversée), du
moins beaucoup plus intéressant que ’empirisme phénoménal.

Il a fallu aussi mettre de plus en plus nettement en place les théories
mécaniques par rapport a leurs principes et, dans cet ordre d’idées, la netteté
de M. Bouligand — je ne crois pas exagérer — me semble parfaite. Si, par
exemple, il s’agit de la cinématique galiléenne — et I’on peut faire beaucoup
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d’excellente science en ne cons1derant que celle-la — nous sommes simple-
ment priés de ne pas oublier qu’elle repose sur la notion du temps absolu et,
comme la géométrie euclidienne, sur une conception idéale du solide.

L’esprit de classification analythue porte également, des la cinématique,
sur les mouvements a relations différentielles tantot intégrables, tantdt non
intégrables. Quelque grand que soit le réle de la non holonomie en dyna:
mique, la chose n’en a pas moins une origine cinématique. Un chapitre
également fort original rassemble la géométrie des masses et la cinétique;
les mo, les mo® ne se somment pas autrement que les m ou les ma et, dés
que l’on a deéfini ellipsoide d’inertie, le mouvement a la Poinsot est egale-
ment définissable.

Quant aux principes dynamiques proprement dits, le plus important est,
sans contredit, le « Principe de Relativité ». Il impose, comme systéme de
référence fondamental, soit I’espace défini par les étoiles réputées fixes, soit
celui qui s’en déduit par translation rectiligne et uniforme.

C’est I'idée d’attraction newtonienne qui méne a I’idée générale de force
et la symétrie qu’on peut donner aux équations du probléme des n corps
conduit au principe d’égalité de ’action et de la réaction, tout comme au
principe de proportionnalité F = my.

De plus, une combinaison linéaire des équations relatlves aux n corps
exprime la non-accélération du G du systéme c’est le principe de relativité.
Tout ceci est d’ailleurs conforme tant & I’ordre historique qu’a I’affirmation
moderne explicite qui, de toute mécanique, fait une gravifique. :

Quel regret de ne pas pouvoir, faute de place, disserter elegamment avec
M. Bouligand sur 1’égalité de la masse inerte (celle de F = my) et de la
masse pesante (celle de P = mg); le génial Einstein a tiré de 1a bien des
conséquences. Un chapitre aussi bien commencé se continue naturellement
en passant des principes aux theoremes et aux équations universelles de
la ‘dynamique.

Il me faut maintenant étre de plus en plus bref. La dynamique analyuque
essentiellement lagrangienne, est plus particuliérement rattachée aux prin-
cipes « d’économie ». M. Bouligand la fait dépendre du calcul des variations,
suivant la méthode bien connue. Quant aux ds® de la force vive, ils engendrent‘
des gji dqi dgj, c’est-a-dire des espaces riemanniens ou s’interprétent toujours
élégamment des phénoménes qui ne cessent cependant point de se dérouler
dans I’espace ordinaire. Encore une chose qui est indiquée depuis longtemps
dans le Traité de M. Appell IT. 11, 2me éd., 1904, p. 431); elle remonte a
Riemann et & Beltrami, mais avalt un avemr depassant sans doute les espe-
rances des créateurs.

.La théorie des systémes « équivalents » est alors comparable a celle des
surface_s applicables et les questions de stabilité selon Lejeune-Dirichlet
empruntent au continu .riemannien une physionomie particuliérement
intuitive. Le prmmpe de la moindre action raméne tout probléme a fonction
" de forces. et a liaisons holonomes 1ndependantes du temps & un probléme
~de géodésiques riemaniennes.

‘Les chocs et percussions sont étudiés par des méthodes lavranglennes du
premier degré par rapport aux vitesses ce qui fait « un théoréme & ne jamais
employer » d’un énoncé quadratique di & Carnaqt. Beaucoup d’exemples,

"puis un chapitre trés documenté sur les problémes sans frottement. Larges
. emplois de la notion d’équivalence et des représentations spatiales les plus
quelconques. On se démande, apreés cela, s’il se trouvera encore des gens
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pour ne pas apercevoir les correspondances toutes naturelles‘qul peuvent
s’6tablir entre les hyperespaces euclidiens ou non et les systemezs les plus
immédiatement tangibles. En tout cas, la question est tranchée par les
savants et le bel ouvrage de M. Bouligand y contribue beaucoup.

Le dernier chapitre, consacré & des compléments de dynamique analy-
tique, s’inspire surtout, quant aux auteurs les plus modernes, dgs travaux
de MM. Hadamard et Cartan. Ce sont d’abord les invarian’;s intégraux, les
équations canoniques et particuliérement les transfor.matlf)ns canoniques
qui jouent un si grand rdle dans les travaux de Pom'care. Mais le ‘plus
remarquable est Pintervention de 1’Analysis Situs. Pulgqu’aux systémes
mécaniques correspondent tout naturellement des variétés ﬁgurgtrlces,
dont la géométrie correspond a la dynamique des systemes en question, la
topologie de ces variétés doit évidemment étre de premiere 1mpo¥‘tance et
permettre de classer les équations différentielles d’origine dynamique tout
comme les surfaces de Riemann, par exemple, permettent la classification
des fonctions ou intégrales algébriques. Il n’y a, la encore, aucune raison
générale pour que les variétés figuratrices soient euclidiennes; ce qui domine
est plutot la notion de groupe et il est fort naturel de voir cette notl(_)n
apporter en mécanique un ordre analogue & celui déja apporté en géomeétrie.

On voit combien est profonde ’ceuvre de M. Bouligand. Elle n’en a pas
moins une grande portée pratique, ainsi qu’en témoignent les trés nombreux
exercices illustrant le volume et comme ceux-ci ont été rédigés par un éléeve,
brillant sans doute, mais enfin par un éléve, il est & présumer que l'auteur
trouvera aisément bien d’autres disciples. A. Bunr (Toulouse).

A. CuaTteLET. — Les groupes abéliens finis et les modules de points entiers.
— 1 vol. gr. in-8° de 1v-244 pages; Gauthier-Villars & Cie, Paris, 1925.

Il s’agit ici d’'une étude abstraite malaisée a peindre rapidement. Con-
tentons-nous de dire que les déterminants et leurs symétries qui donnent
par exemple, le Calcul tensoriel, la Composition et les Fonctions permu-
tables de MM. Volterra et Pérés, donnent également des harmonies d’im-
portance aussigrande dansle domaine algébrico-arithmétique. Ces harmonies
sont méme de plus vaste envergure, les déterminants pouvant s’étendre
en tableaux et en matrices, et d’origine plus ancienne puisque ce sont no-
tamment les substitutions linéaires et les propriétés des formes quadra-
tiques qui imposérent des notions de groupe en lesquelles on rechercha
ensuite des propriétés structurales indépendantes de tout algorithme algeé-
brique particulier. De plus l'adjectif abélien nous invite & remonter jus-
qu’aux travaux d’Abel, ce qui n’est pas une minime recommandation.

L’impossibilité d’analyser ’ceuvre d’une ‘maniére continue laisse au
moins la liberté d’y signaler, de ci de 1a, des choses frappantes, bien faites
pour éveiller la curiosité. Tel est le transport, aux matrices, des termes du
langage arithmétique le plus élémentaire. Il y a des diviseurs et des mul-
tiples tantot a droite, tantdt ¢ gauche et on comprend que cette arithmé-
tique de position correspond & des opérations matricielles qui ne sont pas
toujours permutables. I1 y a des espaces, des polyédroides, créés par la
nécessité de localiser des points entiers et le seul fait de chercher & mettre
les matrices sous des formes canoniques simples tient lieu de problémes
de réduction résolus surtout par Hermite avec un appareil qui n’avait pas
toute la pureté schématique de celui employé ici.
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L’algébre des groupes .abéliens est un curieux symbolisme & éléments

“monomes; ces groupes sont particuliérement élégants lorsqu’ils deviennent

cycliques. Leurs automorphismes admettent des produits, & produits matri-
ciels correspondants, pour lesquels il y a associativité mais non forcément
commutativité. Ces automorphlsmes forment des corps ayant une droite

et une gauche. La comparalson des groupes abéliens & celui formé par les

racines de I'unité conduit & la notion des caractéres. I1 y a aussi des groupes
composes nés d’éléments appartenant a plusieurs groupes, de méme qu’on
imagine aisément des tableaux assemblages de plusieurs tableaux primitifs.

Restons sur ces symétries et propriétés qui semblent, plus que d’autres,
pouvoir engendrer les notions spatiales a partir du Nombre; rappelons
seulement que leur étude a rassemblé les noms les plus illustres, tels ceux
de Abel, Gauss, Kronecker, Dedekind, Galois, Frobenius, Hermite, Jordan,
Laguerre, Netto, Stieltjes, Weber, Weierstrass.... M. Albert Chéatelet a

“heureusement condensé ces travaux délicats ou ’on domine maintenant,-

a peu prés sans calculs, les théories algébriques les plus générales.
A. Bunr (Toulouse).

Th. De DonbpER. — La Gravifique de Weyl-Eddington-Einstein. — Une
brochure de 48 pages; prix: 8 francs. Gauthier-Villars & Cle, Paris, 1924.

Il s’agit ici de ce qu’on a déja nommé «la nouvelle Gravifique ». La
premiere s’appuyait sur la courbure scalaire de 1’espace-temps; la seconde
a voulu s’affranchir de cette hypothése geometrlque et remplacer les sym-
boles de Christoffel par des expressions, a trois indices, d’abord indéter-
minées. La tentative analytique était des plus intéressantes mais il semble
bien qu’au point de vue physique elle ne se soit pas révélée aussi féconde
qu’on pouvait I’espérer. Ceci n’est pas sans tourner a ’avantage de la véri-
table théorie einsteinienne, de celle d’Einstein lui-méme. L& ol ce dernier
semblait ne pas introduire toute'la généralité possible, il introduisait ce
qu1 pouvait avoir une signification physique et cela valait certainement
mieux encore. D’ailleurs Albert Einstein doit étre un homme d’un heureux
caractére; loin de montrer quelque humeur des transformations, sans doute
trop hatives, que 'on tentait de faire subir a sa théorie, il entreprit leur
étude de bonne grace et c’est cette étude que M. Th. De Donder nous pré-
sente par une méthode variationnelle analogue a celle déja employée
dans La Gravifique einsteinienne de I’éminent géomeétre et physicien belge '
La conclusion est bien que le résultat entrevu ne parait point avoir de
grande valeur physique. Est-ce-a-dire toutefois qu’il est inutile ? Il n’en
est rien; outre qu’il a fait approfondir I’étude de I’éspace-temps, il a aussi
attiré ’attention de coté des identités de la Gravifique, identités dont celle
de Bianchi peut donner une idée particuliére. Ce role des identités, en Phy-
sique mathématique, 14 ot on n’a guére considéré jusqu’ici que des équa-
tions, est parmi les révélations les plus curieuses dues aux nouvelles théo-
ries. Sur de tels points les contacts avec la théorie des groupes sont parti-
culiérement importants. Et voila, tout de méme, un important sajet de

réflexions peut-étre pas trés facile a cultiver, s’il faut, pour cela, revenir
aux Sitzungsberichte de Berlin, mais que le lumineux exposé de M. De

Donder a précisément mis a la portée de tous les géomeétres.
A. Burr (Toulouse).
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Tullio Levi-Civita. — Lezioni di Caleolo differenziale assoluto raccqlte
e compilate dal Dott. Enrico Persico. — 1 vol. in-8° de 314 p.; prix:
60 lires. Alberto Stock, Rome, 1925.

On sait que le Calcul diftérentiel absolu constitue une charpente parti-
culierement aisée a construire et particuliéerement apte a supporter le
magnifique édifice des théories einsteiniennes. On le trouve chez Laue,
Eddington, Wright, Carmichael, Struik, Marcolongo, Kopff, Juvet, Gal-
brun, Marais et tant d’autres. Pour Schouten il est le Ricci- Kalkul. En fait,
il semble surtout devoir ses origines & MM. Ricci et Levi-Civita et il faut
se féliciter de ce que ce dernier et célébre géomeétre ait songé & nous en
donner une vue d’ensemble.

Les débuts analytiques du Calcul sont essentiellement symétriques; ils
reposent sur les propriétés des déterminants fonctionnels et des matrices.
Comme la théorie des groupes, ils exigent des notions sur les équations
aux différentielles totales, les systémes complets d’équations aux dérivées
partielles, les méthodes d’intégration de Morera et de Mayer.

Mais I’originalité la plus élégante apparait avec les fondements algébriques
du nouveau Calcul.

Des changements de variables, en un point M de I’espace, ne peuvent
évidemment altérer une quantité scalaire telle, par exemple, que la tempé-
rature de M; il y a invariance. 11 en est de méme pour un travail élémen-
taire mais celui-ci s’exprime a l’aide de composantes vectorielles pour les-
quelles il y a copariance. Pour les transformations linéaires, I’opposition
des formules

7
Xy = C Xy X, = ¢ x,

introduit la contrevariance. Les tenseurs sont des expressions aussi générales
que possible qui peuvent étre m fois covariantes et n fois contrevariantes.

Les formes différentielles quadratiques, dont le role est fondamental
dans la théorie des surfaces, offrent les premiers exemples de propriétés
tensorielles; leurs coefficients sont covariants et ont des associés contre-
variants qu’on rencontre notamment dans I’évaluation de I’angle de deux
directions; de la peuvent naitre une foule de tenseurs a significations diverses.
Le plus grand intérét provient du complément apporté a la géométrie
intrinseque de Gauss, sur une surface ou une variété quelconque, par la
notion de déplacement paralléle généralisé entiérement mise en évidence
par M. Levi-Civita. Cette notion, qui correspond analytiquement a la
dérivation covariante, est aussi susceptible de définitions purement géo-
métriques; le parallélisme sur une développable se reconnait au parallélisme
ordinaire obtenu par développement de la surface; on peut raisonner de
meéme sur une surface S quelconque a I’aide d’une courbe de transport T,
tracée sur S, et de la développable circonscrite & S le long de T. Sur une
variété quelconque il existe toujours des courbes a tangentes autoparalléles :
ce sont les géodésiques.

La deérivation covariante peut d’abord s’exposer en insistant presque
uniquement sur les analogies qu’elle offre avec la dérivation partielle ordi-
naire; elle conduit notamment & des divergences généralisées d’ot naissent
les paraméires différentiels attachés aux variétés les plus générales. Les
proprietés cartésiennes ou localement géodésiques peuvent étre conservées
en geometrie tensorielle précisément en vertu de l'indépendance qu’un
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tenseur manifeste, par définition, vis-a-vis des changements de coordon-
nées. Et ceci est d’une importance capitale pour I’établissement par voie
préliminaire euclidienne d’une foule de résultats non euclidiens.:
- Les symboles de Riemann traduisent, a la fois, la non permutabilité des
dérivées tensorielles successives et le concept de courbure pour variétés
& ds® quelconque. Ces symboles sont riches en propriétés symétriques;
c’est ici que se place, entre autres, la célébre identité de Bianchi susceptible
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