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III. — Droite.

1. — Une droite quelconque A et la droite déterminent
une figure linéaire. La trace de cette figure sur sera dite la
i-ième projection Ai de la droite A. En supposant les droites
A, XC, 2C, non sécantes, on obtient les droites Ai- et A2 ne
déterminent pas A d'une manière uniforme, car les espaces
(1CA) et (2GA) se rencontrent suivant un plan.

La projection A{ d'une droite A est une droite en général, mais
les projections Ar, A2 ne déterminent pas la droite d'une manière

uniforme.
Supposons une série linéaire A (a, des points sur A. Les

rayons projetants aai),bb{),(éCi), qui sont en général des

génératrices d'une quadrique gauche, font correspondre à

A (a, h, une série projective A* [A(a, b,

A Ai {ai, b{ ...)]. Or, parce qu'on a A b, 7\ Aj bx,
et A {a, b, /\ A2 (a2, b2,il s'en suit aussi

L'enveloppe des droites de rappel (ai, a2), (bi, (ci, c2), est
donc une conique, mais, parce que les projections du point
impropre de A sont à l'infini, cette conique est une parabole:

A chaque droite A appartient une parabole PA, enveloppe des

rayons de rappel (axa2), (bxb2), (^Cg), A1? A2 et
la parabole PA déterminent la droite d'une manière

2. — Positions exceptionnelles.
A. Droite sécante lC. En ce cas la t-ième projection de A est

pn point. Ai qui est la trace du plan ({CA) sur n. On a donc

pour i2: La deuxième projection d'une droite A, orthogonale
à n est un point A2.

B. Droite sécante n.L'espace A (Att), a un point commun
ic avec iC. On peut donc appliquer la méthode élémentaire de

projection à l'aide de deux centres impropres xc, 2c. (xc2 2cx).

La parabole appartenant à une droite sécante v: dégénère en un
faisceau de rayons parallèles.

G. Droite impropre. Supposons tout d'abord une droite A qui
ne rencontre ni XC ni 2C. Dans ce cas on a

1 *
'

"^1 (^1 ' ' ^1 ' '*') /\ (^8 ' ' ^2 * *•*) *****
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Chacun de deux points doubles de ces deux séries représente
les projections confondues d'une sécante aux quatre droites

A, 2C, !C, OC.

La Cième projection d'une droite A qui s'appuie sur XC est

le point d'intersection de deux plans (ACG) et La série

A (av è c. se réduit au point A.. Une droite A qui s'appuie
et sur 1C et sur 2C ne nous présente que deux points Alt A2

distincts, si elle n'est pas une des droites projetantes, confondus
dans le cas contraire.

3. — Deux droites A et A' sont concourantes au point si
le rayon de rappel (.r-, x2) [x-i Ai A'.} est tangent aux paraboles
PA et PA'. Il s'en suit pour deux droites parallèles d'après 11.2 :

Deuxdroites sont, parallèles,lorsque leurs projections du même

nom sont parallèles. On se sert de ce théorème pour résoudre
facilement le problème de la distance de deux points a, sur A,
On mène une droi te AC / A. par un point quelconque de t:, et on
projette parallèlement la série A (a, sur A' (a\
Maintenant on peut procéder sur A! dans l'espace (A'tt) ce

qui est un problème élémentaire.
Deux droites A, B, dont Ax B1? A2 B2, sont situées dans

un même plan. Ce plan est l'intersection de deux espaces (1CA)
PCB) et (2GA) (2CB). La quatrième tangente commune de

deux paraboles PA, PB est le rayon de rappel (x1x2) du point
d'intersection x (AB).

Deux droites A, B, A-, eA B1? A2 ^ B2 avec la parabole
commune PAB n'ont aucun point commun.

L — Deux droites impropres. Le cas échéant on a

A
1 Pi ' G > Cj y\ A2 ' G ' ^*2 "'*)

' ' sur°C
At {at.bt ct Aa (at b% cf

Or, en posant

A 0/ » G" ' U ' * ' ' ^ A ('fi * A' ' A ' ' ' *
'

on obtient
GA PA ' G- ' CA ' * * ') A A Pa > Gt ' £A ' • • •) •

Chacun de deux points doubles de ces deux séries projectives
représente la A-ième projection d'une de deux sécantes communes
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à quatre droites (AA,feC°C). Si A et A' sont concourantes, on
ne peut mener qu'une sécante commune à (AA'feC°G). Sa
ft-ième projection est en même temps la Zc-ième projection du
point d'intersection x(AA'). Les séries mentionnées sont
liées par la projectivité parabolique, parce qu'elles n'ont qu'un
point double

Si les droites A et A' sont concourant,les séries (a&, bu,

A A^(a^, b'h, c'k,sont parabolique

IV. — Pl.\N.

1. — Triangle caractéristique.Désignons par la /-ième
projection du plan c*, c'est-à-dire l'ensemble de i-ièmes
projections de tous ses points. Le plan « est déterminé par deux
droites D, D' concourantes au point p. Nous avons démontré
(III, 1) la relation

K'i'•••/'.•-) Â »>,. 'V V - />»• •••) „ _ -ra* il S Cil SUll \ /\ 2 *

t)
J (^J »

t)
J Cj • • • Pl • • • /\ (öj f^2 Cj I « • •

Les champs et «2 sont projectifs. On a donc trois points
doubles (distincts en général): #12, Nous appelons le

triangle x12 y12 z12triangle caractéristique du plan «. Deux
de ses sommets sont à l'infini. Ils nous représentent les projections

(confondues) de deux sécantes communes à A^CK^C
(A est droite impropre du plan. a).. Le troisième
est le point d'intersection de deux plans n et a.

La droite Xi — (yiZi)est en même temps la î-ième projection
de la congruence linéaire de droites qui s'appuient sur les rayons
projetants des points y et z. Il s'en suit que le triangle xy12z12 ne
détermine pas d'une manière uniforme le plan &. Il nous faut
encore un point quelconque pour le déterminer. La droite (dx)
a un point commun avec l'espace (XG 2C). On mène par ce point
l'unique rayon possible de la congruence mentionnée et on le
considère comme rayon impropre du plan «:

Le plan est fixé par* le trianglecaracté#12,?/12,

un de ses points.
Indiquons par X,2, Yia, Z12, les droites %), (z12, arM),
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