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>

Avant d'indiquer les problèmes les plus intéressants que pose
la notion du groupe d'holonomie,* il ne sera pas inutile de faire
une remarque relative aux transformations infinitésimales de ce

groupe. Il est évident que parmi ces dernières se trouvent
les transformations associées aux contours fermés infiniment
petits (dans tous les sens) tracés dans l'espace non holonome
donné. On peut démontrer rigoureusement que si toutes ces

transformations étaient nulles, le groupe d'holonomie se réduirait

à la transformation identique. Or les géométries non holo-
nomes les plus importantes dans les applications sont celles

pour lesquelles les transformations infinitésimales associées aux
contours fermés infiniment petits partant d'un point laissent ce

point invariant. Comme je l'ai proposé, on peut convenir de
dire que les espaces non holonomes correspondants sont sans
torsion. Il en est ainsi des espaces de M. Weyl et des espaces
d'Eddington. Il en est ainsi également des espaces de Riemann
à parallélisme de Levi-Civita: on peut même caractériser
complètement le parallélisme de M. Levi-Civita par la condition de

priver Vespacede toute torsion.
On conçoit que l'absence de torsion ait sa répercussion sur la

nature du groupe d'holonomie, ce groupe, dans le cas où il ne
se réduit pas à la transformation identique, devant admettre
une transformation infinitésimale non identique laissant invariant
un point arbitraire.

VI

Je ne citerai que pour mémoire le problème de la détermination
du groupe d'holonomie d'un espace non holonome donné à

groupe fondamental G. Il peut être résolu complètement dès

qu'on connaît tous les types de sous-groupes de G.

Dans la théorie des équations algébriques, on sait qu'il existe
toujours des équations algébriques admettant un groupe de
Galois donné à l'avance. Il existe toujours d'une manière
analogue des espaces non holonomes à groupe fondamental G ad-
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mettant pour groupe d'holonomie un sous-groupe arbitrairement

donné de G. Il existe par exemple des espaces à connexion

euclidienne dont le groupe d'holonomie est le groupe des

translations; mais ce ne sont pas des espaces de Riemann (à connexion
de Levi-Civita). L'absence de torsion d'un espace de Riemann
restreint en effet, comme nous l'avons dit plus haut, la nature
des groupes d'holonomie possibles, et c'est un problème intéressant

que de déterminer, pour chaque nombre de dimensions de

l'espace, tous ces groupes d'holonomie. Je me contente d'indiquer

la solution de ce problème pour 2et n 3. Les espaces
de Riemann à deux dimensions qui ne sont pas holonomes ne

peuvent admettre comme groupe d'holonomie que le groupe à

trois paramètres de tous les déplacements. Quant aux espaces de

Riemann à trois dimensions, le groupe d'holonomie peut être:

Soit le groupe à 6 paramètres de tous les déplacements (cas
général) ;

Soit le groupe à 5 paramètres qui laisse invariante une direction

isotrope fixe (ds2réductible à la forme + 2dxdy
4- H (x,y,z) dx2);

Soit le groupe à 3 paramètres qui laisse invariant un point
fixe (ds2 réductible à la forme dz2 + z2da2, où de2 ne dépend
que de deux variables x, y);

Soit le groupe à 3 paramètres qui laisse invariant un plan
fixe ainsi que tous les plans parallèles (ds2 réductible à la
forme dz2+ da2, ou, dans le cas où le plan est isotrope,
dz2 + 2 dxdy 4-H (x, z)dx2).

A côté des espaces de Riemann, deux autres catégories
d'espaces non holonomes sont particulièrement intéressantes. Si, au
lieu de considérer un ds2 donné, on considère une équation ds2 o,
il est possible d'une infinité de manières d'attribuer à l'espace
une connexion conforme de manière que les lignes de longueur
nulle de l'espace soient précisément les courbes définies par
l'équation donnée. Parmi cette infinité de connexions conformes,
il en est une privilégiée qui jouit de propriétés particulièrement
simples et que j'ai proposé d'appeler normale1; les espaces con-

1 E. Cartan. Lesespaces à connexion conforme (Ann. de la Soc. polon. de math
1923, p. 171-221).
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formes non holonomes normauxjouent par rapport à la géométrie
eonforme le rôle des espaces de Riemann avec parallélisme de

Levi-Civita par rapport à la géométrie euclidienne. En particulier

les espaces nön holonomes conformes normaux à trois
dimensions sont caractérisés par la condition que la transformation

conforme associée à un contour fermé infiniment petit
partant d'un point A laisse invariant ce point, ainsi que toutes
les directions qui en-sont issues* On déduit facilement de là que
les seuls groupes d'holonomie possibles des espaces conformes
normaux à trois dimensions sont :

1° Le groupe conforme général à 10 paramètres;
2° Le sous-groupe invariant à 6 paramètres du groupe qui

conserve une droite isotrope fixe; dans ce second cas l'équation
qui donne les lignes de longueur nulle est réductible à la forme
dz2 + 2 dxdy+ H (x,z)dx20, et l'on a par une quadrature un
invariant intégral linéaire absolu des équations différentielles
des lignes qui jouent le rôle des droites isotropes.

Une autre catégorie importante d'espaces non holonomes est
liée à la considération des géodésiques d'un espace à connexion
affine. Les équations différentielles de ces géodésiques sont d'une
forme particulière, à savoir, pour 2,

-A+ B£+c(S)+ D (£) •

Gela posé, si on se donne a priori un système d'équations
différentielles de cette forme, il existe une infinité de connexions
projectives telles que l'espace projectif non holonome qu'elles
définissent,admette les courbes données pour géodésiques ; mais,
parmi toutes ces connexions projectives, il en est une privilégiée,
dite normale1. Les çspaces non holonomes projectifs normaux
sont à un système différentiel donné de géodésiques ce que les

espaces de Riemann sont à un 2 donné. Pour ^2, ils sont
caractérisés par la propriété que la transformation projective
associée à un contour fermé infiniment petit partant d'un point A
laisse invariant le point A, ainsi que toutes les droites issues

1 E. Cartan. Sur les variétés à-connexion projective (Bull. Soc. math, de France,.
52, 1924, p. 205-241).
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de A. D'après cela, les seuls groupes d'holonomie possibles sont

pour il —2 :

1. Le groupe projectif général à 8 paramètres;
2. Le sous-groupe invariant à 6 paramètres du groupe qui

laisse invariant un point fixe; dans ce cas l'équation différentielle
des géodésiques, au lieu d'être de la forme générale indiquée
ci-dessus, est réductible à la forme

mais on peut, sans faire la réduction, obtenir par une quadrature
un multiplicateur de Jacobi de cette équation.

Je citerai enfin, comme dernier exemple, le cas des espaces
réels de Weyl à trois dimensions, en supposant le défini
positif. Si le groupe d'holonomie n'est pas un sous-groupe du

groupe des déplacements, il est, soit le groupe de toutes les

similitudes (cas général), soit le groupe des déplacements et des

similitudes qui laissent invariante une direction fixe ; dans ce cas
les deux formes, quadratique et linéaire, qui définissent l'espace,
sont :

rfs* + H (.r r, ;) (rfx* +
'

<0 _ loK H d,
ÖZ

VII

J'aborde une dernière question, extrêmement intéressante. On
sait le rôle que joue la théorie des groupes comme principe de
subordination dans les géométries (holonomes) à groupe
fondamental. La géométrie élémentaire, par exemple, se subordonne
à la géométrie projective en ce sens que les propriétés
euclidiennes d'une figure sont tout simplement les propriétés projec-
tives de la figure plus complète formée par la figure donnée et
le cercle imaginaire de l'infini; la géométrie élémentaire est au
fond un simple chapitre de la géométrie projective, et cela tient
à ce que le groupe fondamental de la première est un sous-groupe
du groupe fondamental de la seconde. Il convient d'insister sur
ce fait que l'espace projectif peut être, d'une infinité de manières
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