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COMBIEN PASSE-T-TL. DE LIGNES DE COURBURE
PAR UN OMBILIC ?

PAR

Marcel WinanTs (Liége).

SomMAIRE: Introduction. — Quelques cas particuliers du probléme des
trajectoires orthogonales. — Réponse a la question proposee. —
Conclusion.

INTROD UCTION.

Pour la généralité du probléme nous considérerons une ligne
de courbure comme une telle ligne d’une surface que les normales
en ses différents points forment une surface développable. Les
lignes de courbure se distribuent alors en deux familles: les lignes
de T'une de ces familles sont les trajectoires orthogonales des
lignes de I'autre famille; par chaque point de la surface, qui n’est
pas un ombilic, il passe une et une seule ligne de chacune des deux
familles, et ces deux lignes de courbure se coupent & angle droit.

Mais qu’arrive-t-il en un ombilic ? Cette question n’est pas
traitée explicitement dans les ouvrages courants d’Analyse.
Dans le Calcul différentiel de Joseph BERTRAND et dans le
Traité d’Analyse de M. E. Picarp elle n’est qu’effleurée. A
notre connaissance HoUEL seul s’en occupe: dans son Calcul
infinitésimal (Paris, 1879) il y consacre un paragraphe parti-
culier (n° 704); ses assertions sont d’ailleurs inexactes, ou tout
au moins trés incomplétes.

Nous ne prétendons pas résoudre la question d’une maniére
définitive, mais seulement en montrer toute la difficulté; nous
serons suflisamment heureux si nous y apportons une légeére
contribution. Nous allons rappeler trés brievement quelques cas
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partlcuhers du probleme bien connu des" trajectoires orthogonales,
. cas auxquels nous comparerons ’ensemble des deux systémes
de lignes de courbure de certaines surfaces. Nous nous occuperons
ensuite d’ombilics’ relativement simples, et nous examinerons
enfin les ombilics spéciaux, que nous avons mis en évidence en
1922, dans un mémoire qu’a publié L’Enseignement mathéma-
tique (22¢ année). |

TRAJECTOIRES ORTHOGONALES.

«) Si les axes coordonnés sont rectangulaires, les paralléles
a Vaxe des z (y = C;) ont comme trajectoires les paralléles a
I'axe des y (x = C;). Par chaque point du plan, il passe une et
une seule droite de chacune des deux familles. A distance ﬁme
aucun point réel du plan ne se singularise.

B) Les droites issues de I’origine ou du péle (w = C;) ont comme
trajectoires des circonférences concentriques (p = G,). Par chaque
point réel du plan il passe une et une seule des circonférences
considérées; par tout point distinct.du pdle, on ne peut mener
qu’une seule droite de la famille envisagée. Mais toutes les droites
de cette famille concourent au pole qul nous apparait ainsi comme
un point singulier. .

v) Soient les différentes circonférences passant par deux points
ﬁxes .
a® + g + my— a® =

l’,'équation " différentielle -des trajectoires orthogonales ‘péut
s’écrire

1
oY — )=+

Cest une equatlon linéaire du premier ordre dont voici 1'inté-
grale générale:
: : 2> 4+ y? — nzx + a® =

et l'on retrouve un résultat classique (Cf. Cours de Géométrie
- analytique plane de Falisse-Gob;. Bruxelles, Lebégue, 1912;
'pp. 208-212). Par chaque point du plan padse un et un seul
cercle n; tous ces cercles forment un faisceau dont les points
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limites de Poncelet sont les deux points fixes ou se croisent tous
les cercles m (Sections conigques de Salmon); par tout point du
plan, distinct des points limites, passe un et un seul cercle .
Les deux points limites sont donc deux points singuliers.

8) Considérons enfin le cas si bien connu des coniques homo-
focales; si ’on suppose A2 > ¢ > u? > 0, les ellipses

[

&

N AS — C”

|

~7
o

ont pour trajectoires les hyperboles

o

)'2 —q .
CZ — {J_Z ’

par chaque point réel du plan on peut mener une et une seule
ellipse A, une et une seule hyperbole . 11 n’y a que deux excep-
tions: en chacun des points y = 0, x = -k ¢, Uellipse et I’hyper-
bole dégénérent en une seule et méme droite. Ces deux points
sont singuliers, mais présentent une singularité tout a fait
différente de celles que nous avons rencontrées aux paragraphes

3) et V)

OMBILICS ET LIGNES DE COURBURFY.

1. — Plan et sphére. Pour ces deux surfaces le probleme des
lignes de courbure ne prend un sens précis que si 'on adopte
pour ces lignes la définition que nous avons rappelée plus haut.
Alors chaque ligne de la surface est une ligne de courbure, et
tous les points sont des ombilics. On sait que ce sont les seules
surfaces qui jouissent de cette propriété.

2. — Tore. Toutes les lignes de courbure sont circulaires; et le
tore ne possede aucun ombilic. La disposition des lignes de cour-
bure et leurs relations mutuelles rappellent la configuration )
dont 1l s’est agi plus haut.

3. — Hyperboloide de révolution. Tout se passe ici comme pour
le tore, a cela prés que, si les lignes de courbure de I'une des
familles sont encore circulaires, les autres sont hyperboliques.

4. — Paraboloide de révolution. Les lignes de courbure des deux
familles, qui sont respectivement des paraboles et des circonfé-
rences, rappellent la disposition () des coordonnées polaires du
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plan. La surface possede un seul ombilic par ot viennent passer
toutes les lignes de courbure paraboliques; il y en passe donc une |
-infinité. D’autre part 'ombilic peut étre considéré comme un
point limite & la Poncelet des lignes de courbure circulaires.

5. — Ellipsoide de révolution. La surface admet deux ombilics
par.chacun desquels viennent passer toutes les lignes de courbure
elliptiques; donc chaque fois une infinité. L’ensemble des lignes
de courbure rappelle le double systéme v) des circonférences de |
deux faisceaux conjugués (Gos, loc. cit., p. 211). Les deux
ombilics jouent le role des deux points limites de Poncelet.

6. — FEllipsoide a trois axes inégaux. Les lignes de courbure
de cette quadrique, que déja Monge avait obtenues, sont des
biquadratiques, ainsi que cela résulte d’un célébre théoréme de
Charles Dupin. Dans son ouvrage cité plus haut, Hoiiel les étudie
d’une facon tres détaillée et tout a fait remarquable (§§ 688,
704-708, 847, 987-992). On trouve d’ailleurs une étude absolu-
ment identique dans certains ouvrages beaucoup plus récents,
notamment dans les Grundlagen der Differentialgeometrie de
J. Knoblauch (Teubner, Leipzig und Berlin, 1913; §§ 33, 64, 65,
81, 84, 85 et passim). La disposition des lignes de courbure
rappelle le probléme J) des trajectoires. La surface a quatre
ombilics par chacun desquels il ne passe qu’une seule ligne de
courbure; c’est d’ailleurs la méme pour les quatre ombilics :
c’est la seetlon faite dans l’elhps01de par le plan des deux axes
extrémes.

7. — .Tessaroide. Nous allons nous occuper maintenant des
ombilics speclaux que nous avons signalés a la fin de notre intro-
duction; nous n’examinerons que deux surfaces pour lesquelles
nous nous permettrons de proposer les noms respectifs de
- tessaroide et de cuboide. |
Soit d’abord la surface du troisieme ordre

xyz = p*;

elle se compose de quatre nappes distinctes, dont chacune admet-
un ombilic. L’ensemble de ces quatre nappes posséde la symétrie
cristallographique du tétraédre régulier, comme nous l’avons
montré dans le mémoire mentionné plus haut (Applications
géométriques de la Crwtallographw) Les lignes de courbure,
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obtenues par Cayley, sont algébriques (Cf. Darsoux, Legons
sur la théorie générale des surfaces, 1v¢ partie, 1914, pp. 247-251).
La droite représentée par les équations x = y ==z est pour la
surface un axe de symétrie ternaire, un A3. Celle des quatre
nappes située dans le triedre des coordonnées positives, est
rencontrée par cet axe ternaire en son ombilic x =y = z = p.
Par le méme A3 passent trois plans de symétrie dont les équations
respectives sont y =z, z =x, ¢ =y, et dont chacun coupe
la surface orthogonalement, donec sous un angle constant. 1l
résulte alors d’un théoréme de Joachimsthal que chacune de
ces trois sections planes est une ligne de courbure. Ce sont
d’ailleurs trois géodésiques. On pourrait évidemment se demander
si, par 'ombilic, ne passe aucune autre ligne de courbure; la
svmétrie autour du A® exige que le nombre total de ces lignes de
courbure soit multiple de 3. Pour résoudre la question, nous
pouvons employer la méthode qu'indique Hotiel (§ 704): nous
projetterons les lignes de courbure sur le plan des xy, et nous
représenterons par m le coefficient angulaire des projections
obtenues. Nous léverons, par le moyen de la regle de I.”Hospital,
les indéterminations que nous rencontrerons. Pour trouver les
lignes de courbure se croisant a Iombilic, nous devrons alors
résou dre ’équation
2m?* 4+ 3m* — 3m — 2 = 0
ou
(m — 1) (2m* + dm — 2) = 0,

dont les trois racines sont effectivement réelles. Il v a donc trois
lignes de courbure, ni plus ni moins.

Nous avions I'intention de dessiner les lignes de courbure dans
le veisinage d'un ombilic, mais les calculs nécessaires nous ont
paru si laborieux que nous avons dit y renoncer. Et cependant
nous possédions les équations des lignes de courbure en termes
finis. Cf. SErrET (Journal de Liouville, 17e série, t. XII, 1847,
p. 246) et DarBoux (Annales de I'Ecole Normale Supérieure,
2¢ série, t. VII, 1878, p. 227).

8. — Cuboide. Dans le méme mémoire nous avons prouveé que
la surface

xnl + ,‘l _+_ Z4 -— a4 ,

dont la symétrie est celle du cube, posséde quatorze ombilies.
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Envisageons d’abord l'un quelconque des huit ombilics
z ==ty = = z. Par chacun d’eux passe un des quatre axes
ternaires de la surface. En chacun d’eux se croisent trois lignes
de courbure que I’on apercoit tout de suite (y ==z, z = == =,
2 = = y). Ces lignes sont situées dans des plans de symétrie; ce
sont des géodésiques, comme on le démontre sans difficulté.

Par 'un des six ombilics quaternaires, I'un de ceux auxquels
aboutissent les A%, par exemple par celui dont les coordonnées
sont x = y'= 0, z = a, passent quatre lignes de courbure, qui
sont encore des géodésiques, et dont voici les équations:

z=0, y=0, ax==Fy.

Ces géodésiques, lignes de courbure, sont de deux sortes:
trois d’entre elles (x = 0, y = 0, z = 0) ne passent que par les
ombilics quaternaires;lessix autres (y = =2,z =z, = =+ y)
passent a la fois par des ombiliés ternaires et par des ombilics
quaternaires. Nous avons démontré (loc. cit.) que I’ensemble des
trois premiéres constituait sur la surface le lieu des points para-
boliques.

Sont-ce bien la toutes les lignes de courbure que nous cher-
chons ? La méthode enseignée par Hoiiel nous permettrait de
le voir; mais nous n’avons pas fait les calculs qui nous ont paru
fastidieux.

Pour Uensemble des ngnes de courbure les quatorze ombilics
présentent donc une singularité assez curieuse: par tout point
infiniment voisin d’un ombilic on peut mener deux lignes de cour-
bure, et rien que deux, mais par Uombilic lui-méme on peutl dans
le cas actuel en mener un plus grand nombre.

CONCLUSION.

Ce qui' précéde nous semble prouver qu’il serait trés difficile
.de fournir pour la question proposée une réponse a la fois précise
et simple. En se‘restreignant aux solutions réelles, on voit que par
un ombilic il peut passer une infinité de lignes de courbure
(4°, 5°0), ou bien qu’il n’en passe qu’une seule (6°), ou bien enfin )
un nombre tout & fait quelconque (70, 8°). Dans cette derniere

!




VOLUMES CONOIDAUX 245

éventualité nous croyons qu’il serait malaisé d’obtenir un cas
particulier du probléme des trajectoires orthogonales, qui permit
de se rendre plug ou moins compte de la maniere assurement
singuliére dont les lignes de courbure se comportent dans le
voisinage d’un semblable ombilic.

Enfin nous allons faire une remarque qui, trés probablement,
ne peut pas étre généralisée: dans les différents exemples que
nous avons traités (4°-8°), toute ligne de courbure passant par un
ombilic est une géodésique *.

Liége, le 20 juillet 1925.

SUR LES VOLUMES CONOIDAUX

PAR

Pierre ParirLon (Strasbourg).

1. — Le sujet n’est en lui-méme point nouveau, et, c’est
aux travaux de M. A. Bunwr qu’il se faut reporter pour une docu-
mentation plus compléte. (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 3me série, tome II, pages 57 et sqq.) Mais, dans ce
Mémoire, I’auteur avait plus précisément en vue des propriétés
attachées aux transformations stokiennes. Afin d’éviter des
recherches complémentaires, pourtant fort intéressantes, je
rappellerai tout d’abord la définition et I’expression générale
du volume conoidal relatif a une cloison et a un axe.

2. — Soient un contour fermé (C) tracé sur une surface (S), et
un axe (D) de I'espace — que nous supposerons extérieur a la
cloison pour éviter des difficultés inhérentes a tout autre dis-
position —; le volume conoidal W relatif a cette cloison et &

1 Dans une Note complémentaire au tome IV de la Théorie des Surfaces de
DareouUX, se trouvent dessinées les lignes de courbure de la surface xyz = p3; je
n’ai eu connaissance de cette Note qu’apres la rédaction de mon article.
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