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Dans l'exemple cité où petqontles valeurs (12), on peut
prendre h5 et l'on aura

_ (2.10* + I)10 _0 — 1050 ___ 1045 —

— 0,06144 17664 33024 46464 54528 57888 58848 59028 59048 59049

La probabilité pour que, sur dix épreuves, l'événement A arrive
au moins 10 -kfois(et B au plus fois) s'obtient en divisant par
59049 le groupe de décimales de S commençant par la (hk + l)ième

et terminée par la (k + l)Aième décimale. Ainsi, pour que A arrive
au moins six fois (B au plus quatre fois), il y a la probabilité

Q* SÊ> °-786872 •

et pour que B arrive au plus dix fois (la certitude), il y a bien la
probabilité

_ 59049 _^,0 — 59Ö49 ~~

Mai 1925.

SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES
DES p — 1 PBEMIERS NOMBRES ENTIERS,

p ÉTANT UN NOMBRE PREMIER

PAR

A. Lévy (Paris).

On sait que la congruence

x?1 EE 0 module (p premier)

admet comme racines, 1, 2, 1. Les coefficients de cette
congruence sont

0
» o2 =z 0ap__2 0 ap_x ~ 1

où la forme de la congruence générale est

^a\x^ ~}~ a^xl-j--}- 9 module



210 A. LÉVY

Par suite, si l'on désigne par la somme dés nombres
1+2+3+... p—1),par Akla somme des produits des nombres
pris kà A, on a

EE 0 module p ^p—t "H * 0 module p
s.

On sait aussi que si l'on désigne par Sh la somme des puissances
semblables

S£-1 lft + 2fe+ ...+
on a

EE 0 mod. p

pour k 1, 2, (p — 2).
Théorème. — Lenumérateur de contient le facteur

p(p + 1) (2p + 1) etle numérateur de Sfi+1 contient le facteur
p2(p + l)2.

Soit le polynome

?n(x) (x + (^ + 2)n + ••• + + P)n •

En développant

?n(*) + qsf^ + Ci sf*»-2 + +

Si n est impair

f.(- œ) - + CiSf - CiSf .r"-2 + + SJ

Donc

?n (-r) + ?n (""" *") 2[Sn + CnSft-2^2 + CnS»-4*'4 + •" + Cn
1
Sf'r" *] 4

Faisons x 1dans cette formule, nous obtiendrons

2n+ 3" + + (p + l)w + ln + 271 + 4- (/? — l)ft

2(1" + 2" + + p") + 2[qs£_2 + c< s?_4 +... + c^sf]

En mettant 2Sf />(/> + 1), cette formule s'écrit

(p + 1)n —pn —1 — np\p + 1)

2[°" s«-2 + c« s«-4 + •• • + °r3 sf] • (l)
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Le polynome en p

(p+ '0" — pn — J — "L b

est divisible par p2(p + l)2, on peut vérifier en faisant 0,

p _j_ 1 — 0 dans ce polynome et sa dérivée par rapport à p.

Or Sf — - — ~^ Mais on a

(p-}-l)7 — p' — 1 — 7 p(p-f-1) 2C7 S5 —}— 07 S3

donc Sj? contient p2(p + i)2 en facteur et la formule de récurrence

trouvée prouve que ce résultat reste le même pour Sf, Sf,

S^, etc.

Supposons maintenant n pair. Alors

?n( r) + ?n (— M — 2[Sn + Cl *'2 + C£S£_4*4 + — + *"] * (2)

Faisons x 1, après toutes les réductions, on aura

(p + i)" - p"-2p-i î [c;, s+ c* s^_4 + + c»-s s2p]

Le polynome du premier membre est divisible par le facteur

p(pJrl)(2pJri) et comme Sf Sf admettra

le même facteur et de même S|?, Sf Le théorème est orai pour
n 2, 4, (p — 3) et non pour — p — 1.

Corollaire. — En remplaçant p par •— 1, on voit que le

numérateur de $2i+iest divisible par (p — 1) p(2p—1) et que le

numérateur de contient le facteur (p— l)2p2.
Si p est premier, Sg"-1 est divisible par p, es^ divisible

par (p — l)2.
De plus, si 2 p—1est premier, Sf""1 est divisible par 2 —1 et

si 2p -f 1 est premier, Sf{ est divisible par 2p + L
Théorème. — Si bon désigne par le produit à des

(p—1) premiers nombres entiers, le nombre A^-"1 est divisible
par p. Il Vest aussi par p2pour n impair supérieur à un.

Je considère les formules

(x4-1) (x -f- 2) (x p — 1)

+ + A+ AJZ{ (1)

(pc _ I) (x — 2) (x — p-f 1)

— xP-1 _ Af-1.^-'2 + Af-V-3 — — A + A (2)
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En faisant la différence et en donnant à n la valeur 1, on a

p 2[Afr» + Af"1 + + ApJ •

En retranchant Af-1, on a

pi-PlP~i) 2[Af-» A- Af-1 -f-

ou encore*

PW- 1) + I - pi 2[Af~l + Af-1 + + Ajlj]
h

" *

t

Le premier membre se divise par p2, puisque

(p — 1) -f- 1 EE 0 module p
(théorème de Wilson).

En faisant la différence de (1) et de (2) pour # 2, on trouve

3.4 p(p + 1) 2[V-2Af-1 + 2P-4Af-1 + + 2A^]
en retranchant AÇ 2 x 2p~~l des deux membres, on a

3.1, ...p(p + i)-2P-lp{p-l)
22[2p—5A^—1 + 2"-7Af"1 + + ApJ]

ou encore
i »

p[2.3 (p - 1) (p + l) - 2P-\p - 1)]

4[2P—5A^~' -f 2P-7Af-1 + + Ap2]

En vertu des théorèmes de Wilson et de Fermât x, le second
facteur du premier membre est de la forme

(kp— 1) (p4-1) — -f 1) — 1)

nombre qui contient p en facteur. Le premier membre est donc
divisible par p2. En faisant les mêmes opérations sur les formules
(1), (2) mais pour # 3, 4,..., (p — 1), on arrive a remarquer que
la congruence

*

-f- Af-V-* -f + K^Xx.s0 mod. p2

\ Les calculs faits au moment de ces remarques peuvent, comme le lecteur l'aura
constaté, donner une démonstration du théorème de Wilson, et aussi une démonstration

du théorème de Fèrittat.
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admet plus de p— 1 racines, ce qui exige

Ap 1
0 mod.

3 1

1 0 mod. 2

A pp_\ 0 mod. 2

Corollaire. — L'expression

{p-f-1) (p -f- 2) (2 1) 1.2... 1)

est divisible par p3et par suite aussi

(P + l)(p~b 2) ••• (2/? — 1)
1

1.2 (p — 1)

En effet

(p + 1) (p + 2) (p+p- 1) p"'1 + Af~V~2 + + Ap}

Ap} (p - 1) (p -2)...{p-(p- 1)] pP-1 - Ap1 f-1 + -. + Ap}
donc

(^ + 1) (p + 2) (1p— 1) — (p— 1)

2[/"2Af"1 + pp~'Ap'] + +

D'après ce qui précède, le second membre est divisible par p3.

Il en sera de même pour l'expression donnée.
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