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SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE SUISSE

Conférences et communications

Réunions de Berthoud et de Zermatt, 1923.

1. Réunion de Berthoud, 6 mai 1923.

La Société mathématique suisse et la Société suisse des professeurs

de mathématiques ont tenu une réunion commune à Berthoud
le 6 mai 1923. Les séances, présidées successivement par MM. les prof.
G. Dumas (Lausanne) et H. Schuepp (Zurich), ont été consacrées aux
conférences et communications de MM. Fueter, Mohrmann, Chuard
et Hierholtz.

1. Prof. R. Fueter (Zurich). — La multiplication complexe des

fonctions elliptiques. — 1) Notions de théorie des nombres. Considérons le

corps quadratique k(\/m) où m est négatif et ne contient pas de
facteurs carrés. D'après Dedekind, on appelle module [oq, go2] l'ensemble
de tous les nombres qu'on peut obtenir à partir de &q et co2 par addition

ou soustraction. Le module [&q, &)2] est un idéal (&q, co2), lorsque
oq et go2 sont des nombres entiers du corps et si chaque multiple
entier y (aq &q + x2 &)2) appartient encore au module, xï et x% étant
des nombres entiers rationnels et y un entier du corps, &q et &q forment
ce qu'on appelle une base de l'idéal. Nous choisissons oq et &)2 de telle
manière que

partie imaginaire de — il >0

Deux nombres &q et go2 ne forment une autre base du même idéal

que s'il existe une substitution unimodulaire S — (y g)' —ßy ~
à coefficientß rationnels entiers a, /3, y, $ telle que l'on ait

ü)2 zu a 0)2 -f- [j o)j oq zz: yoq -f- 8ïd

ce qui entraîne
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Deux idéaux w (goi7j»2) et w (&q3 ro2) sont dits équivalents s'il
existe deux entiers v et y tels que

v (v =: v w

où l'on a:
(v) W ZZZ (vtüj VWj) (v) w —. |v (Oj V OJ2)

vù)v vgo2 et vo)v v&)2 étant des bases de ces idéaux. Il s'ensuit que
w et w ne sont équivalents que s'il existe une substitution unimodulaire
S ayant les propriétés rappelées plus haut, telle que

_ g^2
Wj a)i

On dit que deux idéaux équivalents font partie de la même classe.
Le nombre h des classes différentes est fini.

2) La fonction elliptique. Soit p(s; (Ju W2) la fonction elliptique de
Weierstrass aux périodes Wl et co2. Pour les recherches ultérieures, il
est préférable d'introduire la fonction:

T(z ; fOj (o2) — - - (— oq -j- oj2)

qui a les propriétés suivantes:
a) T(z ; oq, ro2) est une fonction elliptique paire;
b) T(z; &q, w2) est homogène de degré zéro en z} oq, w2 ;

T. (tZ, t t(r)cf) — T (^Z, C0|j k)2)

c) T(z; cot, w2) ne.change pas lorsqu'on soumet le couple des

périodes &q et à une substitution unimodulaire S (a f\ telle
\T ö/

que:
a E 0 E ± 1 ß EE y EE 0 (mod 4)

d) T(z\ go,, w2) est d'ordre deux, c'est-à-dire qu'elle prend dans un
parallélogramme des périodes deux fois la même valeur. Elle a pour
z 0, un zéro d'ordre deux et pour z — un pôle double.

e) T(z; w-!, w2) admet les développements:

r(s)=A'+A 2i/5~,
£=2 V t

£ + 2B*= 2 \/t - •
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est une fonction modulaire qui reste invariable pour toutes les

substitutions unimodulaires telles que celles qui sont considérées sous c)

et où les A (t) et B (t) sont des fonctions rationnelles entières de t

à coefficients rationnels.
/) Posons:

d-IA -TWdh -
on a:

T\(z) 7» [4 7*(s) + tT(z) + 4]

Pour les applications algébriques et arithmétiques, il convient
encore de rappeler les trois théorèmes suivants ressortissant à la
théorie des fonctions.

Toute fonction elliptique prend dans le parallélogramme des périodes
toute valeur le même nombre de fois.

Toute fonction elliptique paire aux périodes et w2 est une fonction
rationnelle de T(z; w.]; w2).

Cette fonction rationnelle a pour coefficients des fonctions rationnelles
de t à coefficients rationnels, si elle est développable en série de

puissances de h comme T(z) elle-même.
3) Modules singuliers. La fonction modulaire t — £(&),, &>2) est

liée à l'invariant complet des fonctions modulaires par l'équation

:

/w„\ _
t2 — 3 .24)3 •

<2-26 '

Si l'on prend par conséquent pour et les nombres qui forment
la base d'un idéal w — (w,, w2) de k(\/m), on voit, en vertu des
théorèmes de 1) et de l'égalité:

que t peut admettre pour chaque choix de la base dans w, au plus
6 valeurs distinctes. On obtient les mêmes valeurs, même si, au lieu
de (v, on prend un autre idéal de k \/m) appartenant à la même classe
que w. Ainsi sous certaines hypothèses, t w2) ne dépend pas de w,
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mais ne dépend que de la classe d'anneaux k, de conducteur 4, dans
laquelle 1 idéal d'anneau correspondant à w est contenu. On écrit:

/(ojj to2) ~ t[kr)

Ces valeurs du module s'appellent des modules singuliers.
La théorie (les équations de transformation montre immédiatement

que ijsst un nombre algébrique. Le corps qui est formé à partir de
k[Vm) et de testrelativement abélien par rapport à h ([/m); son
degré relatif est égal au nombre de classes h- de l'anneau dans
k[V m),de conducteur 4.
4) La multiplication complexe. Si l'on choisit pour les périodesd une fonction elliptique la base qu'on vient de définir pour un idéal

w — («« 012), on dit que la fonction est une jonction elliptique singulière.
Si v est un entier du corps k[Vm),les nombres vw, et vw, sont

encore des nombres de l'idéal; c'est dire que l'on peut trouver des
nombres rationnels entiers x,, xs, x3 et xA tels que :

"i 4- .r2co2

v i + e-j <«., ;

mais cela signifie que T (y z) possède de nouveau les périodes <y et
D'après les théorèmes énoncés sous 2) (in fine), on a par suite:

TQz) R„[7»]
où R„ est une fonction rationnelle dont les coefficients sont des
fonctions rationnelles des modules singuliers t, à coefficients numériques

appartenant kk([/m)(parceque entre dans les coefficients
du développement). Les coefficients de R, sont par conséquent des
nombres algébriques.

Les racines T 1 1 -Vhjqunumérateur sont alors des nombres

algébriques. Par suite de la périodicité de T(z), ces racines
ne dépendent que de la classe de restes de xt (mod v) et
l'on trouve toutes les racines à partir de l'une d'elles en donnant à £

dans t(çXi<0' ^ ^toutes les valeurs appartenant à un système
complet de restes (mod v). Six,&j1 -f- xy,)., est premier à 4v, le degré
de l'équation à laquelle T (--1 satisfait et dont leg 00effl_
cients sont dans le corps des modules singuliers est <p(v), lorsque (v)
et (2) sont premiers entre eux et que xt ± 1 (mod. 4). On
trouve toutes les racines de cette équation en remplaçant dans
T 1 1 2 £ par les nombres premiers à 4 v, d'un système
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de restes (mod 4 y). Mais d'après les théorèmes rappelés plus haut,
ou a:

T[U) R^T(z)}

où a de nouveau les propriétés indiquées plus haut et ne dépend

que de £. Par conséquent toute racine de l'équation s'exprime
rationnellement en fonction de chaque autre dans le corps des modules

singuliers.

Les racines ^ x%t0^ ne dépendent que de w — (w^ &>2), de

la classe d'anneaux kr qui correspond au module singulier t — t (kr)
et de la classe de restes £ (mod 4 v).

Considérons deux classes d'anneaux différentes, on peut les représenter

par deux idéaux w («i, cù2) et w (ftoq, w2) où n est entier
rationnel. Alors en vertu des mêmes considérations, on a:

T(z; Wj, w2) m2)]

où R„ a les mêmes propriétés que celles que nous avons énumérées

plus haut. On peut donc aussi exprimer deux valeurs de lMl ^

appartenant à deux classes différentes, rationnellement l'une en fonction

de l'autre, et avec les modules singuliers. Le corps des valeurs

T ^itoi + ^2^2^ egt par gu*te relativement galoisien par rapport à

k{\/m), et il est à remarquer que la théorie des fonctions fournit
la représentation de toutes les racines au moyen d'une seule.

Mais le groupe est même abélien, puisque les représentationsJne
dépendent que de n ou de £ et jamais de la racine considérée. Par suite

le corps formé par T ^lQ>1 ^ y/m egj. relativement abélien

à k(\/m). Le degré relatifJest <f(v)hr.
Si l'on fait dans k(\/m) la décomposition plus poussée des classes,

en considérant w et w comme équivalents, lorsque en plus de

u.) iv — (fi.)«"

on a encore:

-£• ± 1 (mod 4v)
p.

alors les idéaux équivalents forment une classe de rayons (mod 4y).
Le nombre de ces classes h, est fini et pour y impair, il est égal à
<p (v) hr. On peut faire correspondre inversement, d'une manière uni-
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voque, à chaque T ^ l'équation relative par rapport
à k{\/m), une classe de rayons ks (mod 4 y), et on écrit:

t(^x ^ ^ 7-(^)

Si ^ et /c., sont deux classes de rayons (mod 4 y) quelconques et si
ks — ks ksi on tire des relations obtenues plus haut:

T(*s) ^[T(ks)]

et R= est une fonction rationnelle qui ne dépend que de ks et dont les

coefficients sont des nombres de k(\/m). On reconnaît ainsi que le
groupe relativement abélien doit être holoédriquement isomorphe
avec le groupe des classes de rayons (mod 4 y).

En résumé la théorie des fonctions ne fournit pas seulement des
nombres algébriques, mais elle donne aussi leur groupe de Galois.
Une analyse plus serrée des fonctions R permet d'obtenir d'autres
conséquences purement arithmétiques; par exemple, on peut obtenir
la décomposition des idéaux premiers de k{\/m) dans le corps supérieur

des valeurs T (ks).

Zurich, le 21 juin 1923.

2. Prof. H. Mohrmann (Bâle). — Sur les courbes algébriques
admettant un groupe automorphe et continu de collineations. — En sa
«spira mirabilis» Jacob Bernoulli a donné un premier exemple
intéressant d'une courbe qui se reproduit par une série infinie de
transformations homographiques.

MM. F. Klein et S. Lie, dans un travail en collaboration, ont
déterminé plus tard toutes les courbes planes admettant un groupe
automorphe de collinéations (courbes Y). Pour les espaces de 3 et de
plus de 3 dimensions, le problème est encore à résoudre.

Il s'agirait ici de réduire les types de collinéations à certaines
formes normales ou de déterminer les types de transformations
projectives infinitésimales, ce qui n'a point encore été effectué.

Par contre il n'est point nécessaire d'avoir résolu l'un ou l'autre des
2 problèmes ci-dessus pour pouvoir déterminer les courbes V
algébriques d'un espace de dimensions quelconques.

Les collinéations du groupe ont dans ce cas nécessairement r + 1

points fixes séparés ou réunis en un seul. Ceci est une conséquence du
fait que la somme S de tous les éléments stationnaires d'une courbe
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irréductible à r— 1 courbures, de ordre, de classe et de

genre p est donnée par la formule

r—1

s j1' + + 2,1 ^—
k=0

On en déduit sans grandes difficultés que toute courbe V algébrique
est rationnelle et que les coordonnées (cartésiennes) de ses points sont
des puissances entières d'un paramètre:

(La démonstration détaillée a paru entre temps dans les Math.
Annalen, V. 89, pp. 260-271.)

3. Dr J. Chuard (Lausanne). — Sur un théorème relatif à certains
réseaux cubiques tracés sur une sphère. — M. Errera a introduit, à
propos du théorème des quatre couleurs, la notion de carte normale 1.

Les réseaux cubiques dont il est question ici, comme d'ailleurs ceux
que j'avais en vue dans une communication précédente 2, caractérisent

précisément des cartes normales sur la sphère. Mon but est
alors de justifier le théorème suivant:

Dans tout réseau cubique ainsi considéré, il existe un réseau quadratique

connexe.
Un tel réseau quadratique est représenté par un contour fermé

unique qui passe par chacun des sommets du réseau cubique.
Désignons sous le nom de bifurcation un sommet de degré 3. Puis

classons en familles les arbres linéaires qui empruntent tous les
sommets du réseau envisagé, d'après le nombre de leurs bifurcations.
Parmi les familles ainsi obtenues, l'une d'elles mérite une place à part:
c'est celle qui ne présente aucune bifurcation. Les arbres linéaires
qu'elle renferme sont de deux types différents. L'un d'eux, que je
dénommerai contour V, a ses extrémités contiguës à une même arête.
L'autre, qui ne remplit pas ces conditions, est un contour Z.

On a alors les propositions:
I. Il est possible de diminuer le nombre des bifurcations d'un arbre

linéaire donné.
IL Ce nombre peut être réduit à zéro.
III. D'un contour Z on peut déduire un contour V.
IV. L'existence d'un contour V assure celle du réseau quadratique

considéré.

1 A. Errera, Du colorage des cartes..., p. 33. Gauthier-Villars. Paris: Falk filsBruxelles. 1923. '
2 Berne: Le problème des quatre couleurs, 26 août 1922. Voir L'Ens Math

22e année, p. 373. ' ''
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4. M. R. Hierholtz (Montreux). — Guerre et science. — a) Service

météorologique. Ce service s'est considérablement développé
pendant la guerre; une de ses tâches les plus importantes fut la
détermination de la direction et de la force du vent à diverses hauteurs.

L expérience montre que pour une force ascensionnelle donnée,
la vitesse verticale d'un ballon est pratiquement uniforme et la même
dans tous les cas. Il est donc facile, avec un seul théodolite, de
déterminer la position du ballon à un instant quelconque; on en déduit
le vent moyen dans une couche déterminée. Pour l'artillerie, ce résultat
est insuffisant: il faut remplacer cette série de vents moyens superposés

par une résultante unique. Si t/c est la durée du passage (aller
et retour) de l'obus dans une couche d'ordre k, le rapport

T

T étant la durée totale du trajet, ne dépend que de la flèche, et non
de la portée; il est donc facile à calculer au moyen de la formule

cas d'une portée nulle.
Si e0, c1 sont les Vents moyens dans les différentes couches

(d'égale épaisseur), numérotées à partir du sol, il faut calculer les
vecteurs :

Rj — % H~~ (li *'i »

pour 2 couches,
R2 Vo + Vl + Vï >

pour 3 couches ; les ai b, étant les coefficients déterminés ci-
dessus.

De nombreux moyens plus ou moins ingénieux ont été donnés pour
faire ce calcul. Indiquons-en simplement un.

Pour simplifier, j'appelle encore c0, c1? les projections des vents
moyens sur un axe. Prenons à gauche de la feuille, comme premier
axe, une droite portant des divisions égales; à droite de la feuille,
et à une distance d de l'axe précédent un 2me axe parallèle au premier
et portant une échelle identique à celle du premier; on peut trouver
un 3me axe parallèle aux précédents, à une distance x du premier,
portant encore une échelle identique et tel que la droite v1 v0 (c1 étant
pris sur l'axe de gauche, v0 sur celui de droite) coupe ce 3me axe en
un point

Ri <V'i + "0*3 »

on a: x a0d.
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Prenant sur l'axe de gauche, vi sur celui de droite; la droite

e2c1 coupe l'axe x en un point

A, ati'2 + a0vx

Nous pouvons maintenant calculer la position d'un nouvel axe
parallèle à une distance y de l'axe x et tel qu'un nouvel alignement:
Ai (sur l'axe x) et c0 (sur l'axe de droite) donne

Rg />2 *
2 ~j~ ~h h0 *'0

sur cet axe y.
Nous pourrons ainsi continuer pour R3; R4 les seules conditions

de possibilité sont:
+ a\ — 1

>

K "h "h l>2 — 1
> etc-

conditions remplies par définition.
Tous les calculs sont donc faits par un simple déplacement de

ficelle.
Ces corrections de vent ont une importance plus grande qu'on ne

le pense au premier abord: pour des pièces de gros calibre on a pu
observer en une seule journée des variations de plus d'un kilomètre,
sur une portée d'une vingtaine de km.

b) Repérage par le son. Supposons une explosion se produisant
en un point M; en A et B sont 2 observateurs, A entend l'explosion

t secondes avant B on a donc

MB — MA vt

o étant la vitesse du son dans l'air dans les conditions de l'expérience.

Les points A et B étant donnés, M se trouve sur une hyperbole.
La comparaison entre le temps noté par un 3me observateur G,

et un des observateurs précédents donnera une 2me hyperbole coupant
la première en M et M' ; on saura en général immédiatement duquel
de ces 2 points il s'agit.

Tel est le principe du repérage par le son. Au début les observateurs
enregistraient eux-mêmes le moment où ils percevaient le son, mais
même en tenant compte autant que possible de l'équation personnelle,

les résultats furent absolument déconcertants. En analysant
de plus près les phénomènes qui se produisent lors du tir du canon,
on s'aperçut (voir en particulier les travaux de M. Esclangon) que l'on
avait à faire à 2 phénomènes: 1° le coup de canon lui-même (onde de
bouche) qui produit une dénivellation manométrique relativement
forte, mais à oscillation lente et 2° l'onde de choc produite par le
sillage des obus plus rapides que le son, onde à oscillations très rapides
et influençant très fortement l'oreille humaine.
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On remplaça alors l'oreille par des microphones montés sur un
résonnateur de grand volume, sensibles surtout à l'onde de bouche.
Le problème se trouva résolu. Un quatrième poste permet une
vérification.

Un procédé analogue fut employé pour des sondages aériens par
temps couvert. Des ballons porteurs d'explosifs étaient lâchés, les

explosions se produisaient à diverses hauteurs évaluées grossièrement

par la longueur de la mèche. Des microphones, au nombre de 7 et
placés sur 2 lignes perpendiculaires, enregistraient les détonations
et permettaient de calculer exactement la position des ballons au
moment de l'explosion.

II. Réunion de Zermatt, 31 août 1923.

La Société mathématique suisse a tenu son assemblée annuelle à

Zermatt, le 31 août 1923, sous la présidence de M. le Prof. G. Dumas,
à l'occasion de la 104me Réunion annuelle de la Société helvétique des

sciences naturelles. Dans sa séance administrative, la société a constitué

comme suit son comité pour 1924 et 1925: M. le Prof. A. Speiser
(Zurich), président; M. le Prof. Chr. Moser (Berne), vice-président;
M. le Prof. S. Bays (Fribourg), secrétaire. Deux réunions sont prévues

pour 1924: une séance extraordinaire aura lieu à Lugano, pendant les

vacances de Pâques, tandis que l'assemblée annuelle se tiendra à

Lucerne, au début du mois d'octobre.
Le programme de la partie scientifique comprenait sept communications,

dont les trois suivantes ont été effectivement présentées à

la séance:

1. Mme G.-C. Young, La Conversion (Vaud). — Le Nombre Nuptial
de Platon. — Après avoir résumé la manière dont le nombre nuptial
entre dans la République de Platon \ Mme Young cite Adam, qui
prétend que c'est le passage le plus difficile dans les œuvres de Platon,
puis Cousin, dont l'excellente traduction montre une lacune sur ce

point, et qui se déclare incapable de ne rien y comprendre. Depuis
ce temps les recherches des philologues ont complètement éclairci

plusieurs passages, mais une traduction satisfaisante manquait encore.
La conférencière donne une version qui vise à maintenir la façon
criptique employée par Socrate, et ensuite elle éclaircit d'une façon
originale la partie mathématique, qu'elle croit fondée sur la solution
en nombres entiers, sans facteur commun, des équations simultanées

.x2 -f y2 ^ ;2 Xs + y3 + c3 P

i VII, 546 B.
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Elle démontre que la seule solution consiste en

(x r) (3,4), z 5 t 6

une solution qu'une vieille tradition grecque veut que Platon ait

connue et qu'il peut très bien avoir trouvée. Pour les détails on

pourra consulter un mémoire qui paraîtra prochainement dans les

Proceedings de la Société mathématique de Londres.

2. Prof. A. Speiser (Zurich). — Sur une figure géométrique se

rapportant à la théorie des nombres. — L'on construit l'ensemble des

cercles qui ont leurs centres (en coordonnées rectangulaires) aux

points x &, y ^ et les rayons r ~, où ^ signifie l'ensemble

des fractions rationelles réduites. Ces cercles touchent l'axe des x

aux points à abscisses rationelles ^ et l'on trouve qu'ils ne se coupent

pas et que les parties lacunaires sont des triangles formés d'arcs de

cercles qui se touchent. Il s'ensuit que l'ordonnée issue d'un point
irrationnel r,) de l'axe des x rencontre une infinité de cercles, c'est-à-

dire que l'équation « — ~ ^ 2^p" admet une infinité de solutions.

C'est là le théorème fondamental des fractions continues
Changeons maintenant les rayons des cercles, de sorte que le centre

soit au point x — ^, y et le rayon r En faisant

décroître a à partir de 2, les lacunes diminuent, et pour a l/3, elles

se réduisent toutes à des points. Ceci est équivalent au théorème sur
le maximinimum des formes quadratiques binaires positives.

3. Prof. R. Wavre (Genève). — Sur la réduction des domaines de

F espace à 2n dimensions par une substitution analytique à n variables
complexes. — Soit Zp <pp(%i zn) une substitution régulière sur
la frontière d'un domaine D0 d'un seule tenant et simplement connexe
de l'espace à 2n dimensions xp, yp, zp xp + iyp, p 1, 2, n.

Si l'image, par la substitution, de la frontière du domaine D0 est
intérieure à ce domaine, les domaines conséquents de D0 par la
substitution et toutes ses itérées convergent uniformément vers le
seul point double de la substitution, qui soit intérieur à D0.

Dans le cas d'une seule variable, M. Julia a établi cette propriété
au moyen de la représentation conforme. Il résulte des études de
Poincaré et de M. Reinhardt, que cet artifice ne réussirait pas dans le
cas de plusieurs variables, pour un domaine D0 de forme quelconque,
tel que celui que j'ai envisagé. J'ai eu recours à la théorie des suites
normales des fonctions analytiques à plusieurs variables.

Je me suis aperçu que dans ma note précédente, j'ai commis une
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erreur, qui permet de suspecter jusqu'à plus ample démonstration quele domaine de Weierstrass d'une solution de l'équation de Schröder
à plusieurs variables ne déborde pas le domaine immédiat. Tout ce
que je puis démontrer est ceci:

Un point de la frontière du domaine immédiat est point de la frontière

du domaine de Weierstrass de toutes les solutions fondamentales
de 1 équation de Schröder sauf, peut-être, d'une seule d'entre elles.

CHRONIQUE

L'amitié franco-portugaise.

Le présent fascicule de VEnseignement mathématique commence
par un résumé de conférences sur « Les Mathématiques en Portugal »

qui ont été faites en les Facultés des Sciences de Paris et Toulouse,
au mois de mai 1923, par M. Francisco Gomes Teixeira, l'éminent
et bien connu géomètre portugais qui, d'ailleurs, dès les débuts de
UEnseignement mathématique honora grandement notre Revue en
acceptant de faire partie du Comité de Patronage.

A Paris, un amphithéâtre de la Sorbonne réunissait sous la présidence

de M. le doyen Molliard, une assistance choisie, dans laquelle
on remarquait MM. Brillouin, Drach, Hadamard, Serge Bernstein
et différentes personnalités, parmi lesquelles M. le Ministre de
Portugal.

M. le Recteur P. Appell, dans un banquet qui suivit, dit ce que la
Science devait à M. G. Teixeira, à la fois brillant créateur et interprète
en Portugal de la science mathématique mondiale, plus particulièrement

de la science française, d'où, au total, des « Œuvres » en sept
magnifiques volumes. Et M. Appell ayant porté un toast aux Universités

portugaises, M. Teixeira répondit en levant son verre en l'honneur

des Universités françaises.

A Toulouse, on tenait beaucoup à ne point montrer moins de chaleur

qu'à Paris. On sait qu'en France aucune Université provinciale
n'a le renom de celle de la capitale; raison de plus pour montrer que
la compréhension des œuvres des savants universels n'est pas plus
imparfaite dans le Languedoc que dans l'Ile de France. Le signataire
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