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EQUATIONS DIFFERENTIELLES 163

métrique au moyen des fonctions elliptiques. Malheureusement
les calculs sont si extraordinairement laborieux qua’il nous faut
y renoncer, pour le moment tout au moins.

ConcLusioN. — A part les quelques difficultés que nous
avons signalées dans les trois derniers numéros, nous voyons
toutes les propriétés importantes de la courbe découler, presque
automatiquement, de la représentation paramétrique adoptée.

Mais en dehors de son intérét possible pour la géométrie alge-
brique, le présent article pourrait étre envisagé comme un simple
exercice d’analyse: la représentation graphique de la relation
qui lie entre elles, dans le domaine réel des applications, les deux
premiéres dérivées de la fonction elliptique fondamentale.

Enfin nous avons interprété, sur un méme dessin, les zéros
de la fonction pu et de ses deux premiéres dérivées (et méme de
la troisiétme puisque 'on a: p” =12 p.p').

Liége (Université), le 5 novembre 1923.

SUR L’INTEGRATION
DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU SECOND ORDRE .

PAR

I’Abbé LaiNE (Angers).

1. Considérons 1'équation différentielle linéaire du second
ordre

e 20 '
ax —l—2@”+Y‘7.n+(am+[,U-’.{_)\y'::: 0. (1)

Pour simplifier, nous poserons
ax? + 28> + vy = 2X .

Dérivons n fois ’équation (1); nous aurons

Xyt 4 [(a 4 na)a 4+ b+ nply" T 4 [na + 14" L 2— Y “]7(n) =0.
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Dong si ’équation du second degré en ¢

am\;i)—{—at—{—)\: (2)

a une racine entiére positive, I'intégration se simplifiera. Ceci
exige que les deux coefficients « et ¢ ne soient pas nuls simul-
tanément, condition que nous supposerons satisfaite et qui
exclut en particulier les équations de Bessel.

Soit dans ce cas n la plus petite racine entiore positive de
Péquation (2). Nous aurons, par dérivations successives:

n—1

Xy + (ax + b)y’ — n<a + a)y =0

L] . .

Xy(”"*‘g) 4 [(a +ma)x+ b4 mp]y(m—{—l)_ (n— ,n)<a &S .’H_h;n__i q>y(”l) =0 (3)

Xy e+ (n—)ada 4 b4 (n—1)p bl —[a+ (n—1)aly*N =

Xy "2 o [(@ + na)a 4 b + ng)ylnt) =0
2. Considérons la relation de récurrence.

XUm-l—'l + [(a 4+ majx 4 b -+ m B Um—}—l

—-(n—m)<a+i’;;1a>Um:0, (4)

ou m prend successivement les valeurs n—1,n—2..2,1,0. Je dis

que U, et U, étant choisis arbitrairement, U,_, ... U, sont bien

déterminés. En effet, pour qu’il en fit autrement, il faudrait

n~+m-—1
2

que le coefficient a + a pat s’annuler pour une des

valeurs données a m; on aurait donc, pour cette valeur:

n-+m—1 nmn
“=- 2 ’ 2

Par suite, a étant nécessairement différent de 0, I’équation
(2) s’écrirait
t? — (n 4+ m)t + mn = 0,
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ot elle aurait une racine entiére positive m<n, contrairement a
I’hypotheése.

Posons en particulier P,yq = 1, P, = 0; la relation (4) définit
alors une suite de polynomes Pot1, Pu...y Py, P, dont le dernier
est au plus de degré n + 1.

Posons de méme Q,4, =0, Q,=1; la relation (4) définit encore
une suite de polynoémes Quti, Qu, ... Q;; Qo dont le dernier est
au plus de degré n. |

3. Soit maintenant ¢ une certaine fonction de z, telle que la

derniére équation (3) soit satisfaite si I’on fait y" = ¢; posons en

dy .y , .
outre y"t1 = (—{‘; — u. L’avant-derniére équation (3) donne alors

{n—1) _ »
) - In—-—l L + Qn——l ¥ o

et, d’aprés la définition méme des polynomes P,, et Qn, on voit
aisément qu’en remontant de proche en proche la chaine des
équations (3), on aura

yfm) — Pm u + va *
On en déduit que la fonction
y = Pyu 4+ Q,v

est une intégrale de I’équation (1).

On peut évidemment prendre ¢=1, d’ott u=0, ce qui montre
que ’équation (1) admet comme intégrale particuliére un poly-
noéme Q, de degré au plus égal & n, n désignant toujours la plus
petite racine entiére positive de I’équation (2).

En prenant pour u une intégrale non nulle de I’équation

XZZ—-[— [(a +71a)x—{— b+ nplu = 0,

on pourra obtenir, par le procédé ci-dessus, une intégrale parti-
culiere de ’équation (1), évidemment distincte de la premieére.
Ainsi on aura en définitive 'intégrale générale par une seule qua-
drature.

4, Examinons successivement les différentes formes du poly-

A l Q- roa .
noéme X (z) = 5 (az® + 2Bz 4 ), supposé a coefficients réels.
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1er cas. — Soit d’abord & = B = 0. On peut mettre ’équation
(1) sous la forme

¥ —I—‘axy' + iy = 0 ;
I'équation (2) est du premier degré, et pour que la méthode
exposee s’applique, il faut et il suffit que —~al soit un entier positif

n. La derniére équation (3) s’écrit alors

g1+ g aayle ) — g

on peut donc prendre
x2 x2

x
—aT)— -—a—2—
u=-e °, y :::fe dx ,

et intégrale générale s’écrit

x2 x x2
y = Ae 2P (x) + <Afe 2 da + B> Q, (%) ,

o

P, et Q, désignant des polynémes de degrés n — 1 et n respecti-
vement.

2me cas. — Si « est nul et B différent de 0, on peut mettre
’équation (1) sous la forme

xy" 4+ (y — x)y’ — ay = 0 ;
la méthode exposée s’applique si — « est un entier positif n.
L’intégrale générale s’écrit alors
x
y = Ax— 1" % P, (x) 4+ (Afx‘V_” e dx + B> Q,(x)
o )

P, et Q, désignant des polynémes de degré n. En particulier,
siy est un entier inférieur ou égal & -n, on pourra faire disparaitre
le signe /.

3me cas. — Supposons enfin « == 0. La méthode s’applique si

Péquation (2), qui est alors du second degré, a au moins une racine
entiére positive; nous désignerons toujours par n la plus petite
racine entiére positive de 1’équation (2).
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1. Le polynéme X a ses racines égales. L’équation (1) peut alors
se mettre sous la forme
2

2 PN
—2—3*" 4+ (ax 4 b)y" + ry = 0,

et son intégrale générale s’écrit

25 o 20 -
y = Ax 2" e® P () 4 [Afx—Q(a+n)ex dx 4+ B | Q,(x) .

Xg =

En particulier, si 2(a+n—1) est un entier positif, ou si b est
nul (équation d’Euler), on pourra faire disparaitre le signe [.

11. Le polyndéme X a ses racines réelles et inégales. — L’équa-
tion (1) peut alors s’écrire

x?—1
2

¥+ (ax + b))y + 2y = 0,

et son intégrale générale a la forme

y = Alx + 1) (@ — )70 P ()

N I:A‘/‘(x T s P 1)—‘1—["‘” dx -+ BJ Q, (%) -

Zo

On pourra faire disparaitre le signe [ si I'un des 3 nombres
a-+b, a—b, 2a, est entier; c’est ce qui a lieu en particulier pour
I’équation

x?—1 n(n 4+ 1)

g )ty ————y =0,

a laquelle satisfait le polynéme X, de Legendre.
111. Le polyndme X a ses racines imaginaires. — L’équation (1)
peut alors s’écrire
21
x ;— ¥ 4 (ax + b)y' + Xy = 0,

et son intégrale générale a la forme

y = A (,1 4 xz)—a—n e-—2b arctg x Po (.T)

x
- [Af(1 4 xz)——-a—n e——2barctgxdx + B:| Qo‘x) .

x0
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On pourra faire disparaitre le signe [ si 2(a + n—1) est
un entier positif.

5. La méthode qui précéde est susceptible de diverses exten-
sions. Faisons dans ’équation (1) le changement de variable
y = e/““ 7z on u et z sont deux fonctions indéterminées. L’équa-
tion (1) s’écrira

Xz" + 2" (2uX + ax + b) 4+ 2[X (v + w?) + ulax + b) + 2] = 0 . (5)

Pour que I’équation (5) ait méme forme que (1), il faut et il
suffit que I'on puisse déterminer 3 constantes A, B, C, telles
que I'on ait identiquement

uX — Ax + B X(u*+ u) + ulax 4+ b) = C . (6)

En posant pour simplifier A — C=— 2D, on trouve que les
équations (6) sont équivalentes au systéme

AA+a—a) = Da , BB+ b—8) = Dy,
AB4+b—f) +BA+ a—a) = 2D} . (7)
Pour continuer la résolution, il est plus simple d’examiner

séparément les différents types signalés au No 4.
6. 1er cas. — Sil’équation (1) ala forme

'+ axy’ 4+ ky = 0, (8)

on aura X=1, a = =5b=0. Le systéme (7) donne alors, si on
écarte la solution A =B =0

x?2

le changement de variable y = e 2z conduit donc de 1’équa-
tion (8) a I’équation

' — axz + (A —a)z = 0 :
4 * by 4 » b4 )\
la méthode s’applique & ’équation ci-dessus quand — est un

entier positif. Donc quand ai est un entier quelconque, ’équa-

tion (8) s'intégre au moyen de la seule quadrature f e " dy.
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e A - -y
On peut observer que, quel que soit —, les séries entieres

4 6

Ak 4 2a)(% + 4a);—”-, 4+,

i =

.

.2
H (a, h;a)=1 —)\‘% 4 A (% 4+ 2a)

e~

,L% 5

Hyla, X; 2) = x — Xk (()T‘ + (A4 a)(r + 3a)g—' —
qui sont convergentes dans tout le plan, satisfont a I’équation (8)
et font ainsi connaitre son intégrale générale. Les considérations
qui précédent mettent en outre en évidence les relations fonc-
tionnelles

22
_._a—-
Hi(a, h;x) = e 2H1(—(l,)\——{1;1"},
22
. —ay -
Hyla, k; x) = ¢ “Hy(—a, h—a; x);
enfin on a visiblement
_ st & YW L
HI(O,X;.T):cosx\/l , Hz(O,l;x):-ln—}A:\{—.
Vi
7. — 2me ¢qs, — Si équation (1) a la forme
"+ y—ay —ay =0, (9)

le systéme (7) s’écrit
A(A—1) =0, BB4+y—1=0, AB+y—1+BA—1)=2D;

il admet 3 solutions:
1o A=0, B=1—y, 2D =y—1=C; le changement de
variable y = z'~7z raméne I’équation (9) & la forme

xi" + 22—y —x2 —(a+ 1 —7y)zs =0 ;

la méthode s’appliquera a cette équation si y — e« est un en-
tier positif.

20 A=1,B=0, 2D =y—1, dot C=y; le changement
de variable y = e*z rameéne 'équation (9) & la forme

xz" 4+ (e + 12 — (¢ —y)z = 0 ;

la méthode s’applique encore si y — « est nul ou entier négatif.

[’Enseignement mathém., 23¢ année; 1923. 12
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PA=1,B=1—»2D=0, dou C=1: le changement
de variable y = 2'-7¢*z raméne I’équation (9) & la forme

23" + (2 —y 4 2)z — (6 — 1)z = 0 ;
la méthode s’applique donec si « est un entier positif.

En résumé, I’équation (9) s’intégre par une quadrature pourvu
que 'un des deux nombres « et y — « soit entier ou nul. On voit
aisément que si ces 2 nombres sont entiers et de méme signe,
Pintégration s’achéve sans quadrature.

On sait® que si y n’est pas un nombre entier, 'intégrale géneé-
rale de cette équation s’écrit

y = AG(a, v; x -|—Bx|—7G(a +1—=v,2—yv; 2,

G (2, y; x) désignant la série entiére

i

o ala 4 1)
1 S
- 1 Yx-—}— 1.2 . v(y + 1)
convergente dans tout le plan. Au moyen des changements de
variable indiqués, on met en évidence la relation fonctionnelle

Gy —a, v; 2) = ¥G(a, Y, — x),

qui est évidemment valable pourvu que y ne soit pas nul ou entier
négatif; on en déduit en particulier, en désignant par » un entier
positif,

Gr(y +n, v x) = exR”(x) ,

R, désignant un polyndme en z de degré n.
8. — 3me cqs. — Sans entrer dans le détail du calcul, nous indi-
querons que le changement de variable
(1—ajxr—b ,
IQW&?,

b4

y = e
conduit de I’équation

2
- ; Yyt ez + b)Y Ay = 0 (10)

a 1’équation

z:—2—;-1;"—}—[2(a-——oc)—-/»]Z'—i-(7\-i-1—“)z:O' (1)

1 Cf. GoursaT. Cours d’Analyse, t. 2, p. 464 (2¢ édition).
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Les équations en ¢ associées aux équations (10) et (11) s’écrivent

2+ (2a — Wt 4+ 22 =0, (12)
? 4+ 3 —=2at +204+1—4a =0, (13)

et il est clair que si I’équation (12) admet la racine ¢ = n, ’équa-
tion (13) admet la racine t=—(n--1). Ainsi, pourvu que I’équa-
tion (12) ait une racine entiere, I’équation (10) s'intégrera par une
quadrature. Si les 2 racines sont entiéres et de signes contraires,
on aura l'intégrale générale sans quadrature.

9. — Le cas ou les racines de X sont réelles présente une parti-
cularité; 1’équation différentielle considérée n’est alors autre
que 1’équation de Gauss, et nous I’écrirons sous la forme usuelle

ol —a)y" + [y —(x+E+ ]y’ —oafy =03
Iéquation associée en ¢ s’écrit
L+ o)t 4+ §) = 0.

La méthode du N° 5 conduit aux trois changements de variable
suivants:

= 2177 2

qui change gy Ba T s en a+1—vy, f4+1—y, 2—v;
y = — a2

qui change a, B, v, en Y — a, T— B, 1
y o= (1 — &) 0BT,

qui change a, B, v, en 1 —a, 1—8, 2—v.

On aura donc l'intégrale générale par une quadrature pourvu
que 'un des nombres «, 3, «—y, B--y soit entier. Si 1'un
d.es couples («, ), («—y, B—y) comprend deux entiers de
signes contraires, on aura 'intégrale générale sans quadrature.

On sait que, si y n’est pas entier, 'intégrale générale de 1’équa-
tion de Gauss est représentée, & intérieur du cercle de centre
O et de rayon 1, par ’expression

y = AF(a, B, v; a) + Bx""'yF(a—}—’l——y, B+1—v,2—xv; 2,

F(a, 8, y; «) désignant la série hypergéométrique. Les chan-
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gements de variable indiqués ci-dessus mettent immédiatement
en évidence la relation fonctionnelle

Flo, Boysa) = (1 —a) " PRy —a, y— B, y; ),

qui a été établie par Euler.

10. — On peut employer dans d’autres cas le changement de
variable indiqué au N° 5. Considérons par exemple 1’équation
de Laplace

(@gx + byly" + (a,x + b))y + (tgr + by)y = 0 (ag 5% 0)

et proposons-nous de faire disparaitre le terme en x dans le coeffi-
cient de la fonction inconnue. Les équations analogues a (6)
s’écrivent alors

(@o + byl = Ax + B, (agxe + by)(u® + ') + ulax + b)) = —a,x + C
et 'on a, pour déterminer A, B, C, les 3 équations

A + Aa, + aja, = 0,
2AB + Ab, 4 Ba; — Ca, 4+ a,b, = 0 ,
B + Aby — a,B + Bb, — h,C = 0,

qui admettent en général 4 solutions. Appliquons ceci en parti-
culier & I’équation de Bessel; on sait que *, dans le domaine réel,
cette équation se rameéne & 'une des deux formes

" 4+ 2py — ay =0, (14%)
" 4 2py" oy = 0 . (15)
Considérons d’abord I’équation (14). Les 4 changements de

variable

1—2p —
y = e’z , y =y=e z , y = # y =x Pe— g

conduisent respectivement aux 4 équations suivantes:

2z" 4 2(x +p)7’ + 2p2 =0, a3z —2x —p)z’— 2z =10, (16)

224 2t 4+ 1 — pjz’+ 2(1 — p)z = 0,
3" — 2(x 41 —pjz' — 2(1 — p)z = 0 . (17)

1 Cf. par exemple dela VALLEE-PoUSSIN. Cours d’ Analyse infinitésimale (4° édition),
t. IT, p. 224.
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On en conclut d’abord que I’équation (14) s’'intégre sans quadra-
ture si p est entier. Si p est entier négatif, on partira des équa-
tions (16), et 'on mettra I'intégrale générale de Péquation (14)

sous la forme
y = Ae* P (x] + Be ™ *P,(x) ,

P, et P, désignant des polynomes de degré — p. Si p est entier
positif, on partira des équations (17) et 'on mettra I’intégrale
générale de Péquation (14) sous la forme |

y = Ax""F " P (x) + Bax' "% e~ P, () ,

P, et P, désignant des polynoémes de degré p — 1.
Les quatre changements de variable

; — ' 1—2p i
ir 2 xl P o't 4

1—2p —ix
¥ =4 %, y = e Z )y = P e 2

N 3::(15

pourraient de la méme facon étre utilisés pour I’équation (15);
mais on peut se borner au premier et au troisieme par exemple,
qui conduisent de I’équation (15) aux équations

x3" 4+ 20x 4 p)’ 4 2ipz = 0 . (18)
xz" 4 2 — p + 1)z' 4+ 2t(p — 1)z = 0, (19)

respectivement. Si p est entier négatif, on partira de I’équation
(18): en prenant l'intégrale de cette équation qui se réduit a un
polynéme, la multipliant par ¢ et séparant les parties réelles
et les parties imaginaires, on obtient deux intégrales particu-
lieres de ’équation (15).

v, = Pycosa 4 Pysinx , Yy = P, sinx — P,cosx ,

o

P, et P, désignant des polynémes de degré —p et —p-+1 respec-
tivement. De méme, si p est entier positif, en partant de I’équa-
tion (19), on aura pour l’équation (15), si p > 1, les deux inté-
grales particuliéres.

1—2 . — .
¥y, = x P (P, cosx + P,sinx) , [ — x! ‘,p(Pl sinx — P, cos x) ,

P, et P, désignant des polynomes de degrés p—1 et p —2 res-
pectivement; si p = 1, I’équation (19) donne immédiatement
Pintégrale générale

|
y = ;(acosx + b sinx) .
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