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métrique au moyen des fonctions elliptiques. Malheureusement

les calculs sont si extraordinairement laborieux qu'il nous faut

y renoncer, pour le moment tout au moins.

Conclusion. — A part les quelques difficultés que nous

avons signalées dans les trois derniers numéros, nous voyons

toutes les propriétés importantes de la courbe découler, presque

automatiquement, de la représentation paramétrique adoptée.

Mais en dehors de son intérêt possible pour la géométrie

algébrique, le présent article pourrait être envisagé comme un simple

exercice d'analyse: la représentation graphique de la relation

qui lie entre elles, dans le domaine réel des applications, les deux

premières dérivées de la fonction elliptique fondamentale.

Enfin nous avons interprété, sur un même dessin, les zéros

de la fonction puet de ses deux premières dérivées (et même de

la troisième puisque l'on a: p"— 12

Liège (Université), le 5 novembre 1923.

SUR L'INTÉGRATION
DE QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

DU SECOND ORDRE

PAR

l'Abbé Lainé (Angers).

1. Considérons l'équation différentielle linéaire du second

ordre
'*'+2?* +V + (a* + b)y> + Xy 0 (1)

Pour simplifier, nous poserons

cxx2 + 2ß.r + Y — 2X

Dérivons n fois l'équation (1); nous aurons

Xj("+2> -f [(a + na)x + b + rcß]r("+1) + ^na -f À -f ^ 0
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Donc si l'équation du second degré en t

t(t— î)
F at + X 0 (2)

a une racine entière positive, l'intégration se simplifiera. Ceci
exige que les deux coefficients « et a ne soient pas nuls
simultanément, condition que nous supposerons satisfaite et qui
exclut en particulier les équations de Bessel.

^

Soit dans ce cas n la plus petite racine entière positive de
l'équation (2). Nous aurons, par dérivations successives:

Xj" + (ax + h)f_+ ay _ o

Xr("'+-) + [( a+ majx + b + /nß]j("'+1l _tn _ m)^a + " + ~ 1

_ q

-^T + {[« + (n1 )i\x-\-b-p (n— l)ß J — [a -)- (n — 1 — q

Xj( ' -p f(<i -(- na)Xbnß]jl"+!) _ q

2. Considérons la relation de récurrence.

~f~ \-{a ~f" MQ-)oc -f- b -f- m [3] Uw+1

/ \ i n ~1~ 'D- — 1 \- (n - ,„) ^ + — aj Um 0 (4)

où m prend successivement les valeurs n—1, n—2.,.2,1, 0. Je dis
que U„+i et XJn étant choisis arbitrairement, Un-\... U0 sont bien
déterminés. En effet, pour qu'il en fût autrement, il faudrait
que le coefficient a H a p^t s'annuler pour une des

valeurs données à m\ on aurait donc, pour cette valeur:

„ __ n + m — I ^ nm«
2 a ' X

~2~a •

Par suite, « étant nécessairement différent de 0, l'équation
(2) s'écrirait

t2 — (n + m) t -f- mn 0



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 165

et elle aurait une racine entière positive m<n, contrairement à

l'hypothèse.
Posons en particulier Pw+i 1> P„ 0; la relation (4) définit

alors une suite de polynômes P«+i, P» •••? Po? dont le dernier

est au plus de degré n + 1.

Posons de même Q,j+< — 0, Q„ 1 ; la relation (4) définit encore

une suite de polynômes Q^+i, Q», ••• Qu Qo? dont le dernier est

au plus de degré n.
3. Soit maintenant ç une certaine fonction de x, telle que la

dernière équation (3) soit satisfaite si l'on fait y{n) posons en

outre u. L'avant-dernière équation (3) donne alors
" dx

y '• p„_i u+ Q»-I v •

et, d'après la définition même des polynômes P,„ et Q„„ on voit
aisément qu'en remontant de proche en proche la chaîne des

équations (3), on aura

ylM) H- -

On en déduit que la fonction

r P0 u -f- Q0 v

est une intégrale de l'équation (1).

On peut évidemment prendre p=l, d'où u=0, ce qui montre

que l'équation (1) admet comme intégrale particulière un
polynôme Q0 de degré au plus égal à n, n désignant toujours la plus

petite racine entière positive de l'équation (2).

En prenant pour u une intégrale non nulle de l'équation

X^+ [ (a + n a) x -j- b -f n ß]u — 0

on pourra obtenir, par le procédé ci-dessus, une intégrale parti-
oulière de l'équation (1), évidemment distincte de la première.
Ainsi on aura en définitive l'intégrale générale par une seule

quadrature.

4. Examinons successivement les différentes formes du

polynôme X(x) ~(ax2 + y), supposé à coefficients réels.
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1er cas. Soit d'abord a ß 0. On peut mettre l'équation

(1) sous la forme

y" + axy' -f Xj — 0 ;

l'équation (2) est du premier degré, et pour que la méthode
exposée s'applique, il faut et il suffit que — ^ soit un entier positif
n. La dernière équation (3) s'écrit alors

/»+*) + 0 ;

on peut donc prendre
__*2 X *2

2 r a T11 — c > v zzz \ e dx
x0

et l'intégrale générale s'écrit

—a — / x
—a— \

J ~ Ae P0(^) + A j* e
2 dx + ß j Q0 (#)

\ Xq /
P0 et Q0 désignant des polynômes de degrés 1 et respectivement.

2me cas. Si « est nul et ß différent de 0, on peut mettre
l'équation (1) sous la forme

xï" + (y —x)y' — «y o ;

la méthode exposée s'applique si — a est un entier positif n.
L'intégrale générale s'écrit alors

y A x-7-"exV0(x) +U fx~y-"exdx+ B^Q0lx)
\ X0 /

P0 et Q0 désignant des polynômes de degré n. En particulier,
si y est un entier inférieur ou égal à -n, on pourra faire disparaître
le signe /.

3me cas. — Supposons enfin a ^ 0. La méthode s'applique si
l'équation (2), qui est alors du second degré, a au moins une racine
entière positive; nous désignerons toujours par n la plus petite
racine entière positive de l'équation (2).
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I. Le polynôme X a ses racines égales. L'équation (1) peut alors

se mettre sous la forme

2 y" -f (ax + b)y' + \y 0

et son intégrale générale s'écrit

2 b i— x 2 b2 b
j— x

y Ax-2'a+"'e¥P0(^) + A Jx
L a:0

,—2(a-}-n) xex dx + B Q0 (*)

En particulier, si 2 (a ; n—1) est un entier positif, ou si b est

nul (équation d'Euler), on pourra faire disparaître le signe /.
II. Le polynôme X a ses racines réelles et inégales. — L'équation

(1) peut alors s'écrire

,r 1
y" + [ax + + \y 0

et son intégrale générale a la forme

y A(x + l)-a+b-"(x— l)-"-*-» P0(x)

+ J(x + i)-a+b~"(x-1 + B] Q0 (x)

On pourra faire disparaître le signe / si l'un des 3 no mbres

a+è, a—è, 2a, est entier; c'est ce qui a lieu en particulier pour
l'équation

x2 — l, n(n + 1)—y + — 2—J '

à laquelle satisfait le polynôme Xtl de Legendre.
III. Le polynôme X a ses racines imaginaires. — L'équation (1)

peut alors s'écrire

x ^ V' + (ax + %' + ° »

et son intégrale générale a la for me

y A(1 + x2)~a~~n e~~2b arct8x PQ (#)

+ |^A f(l+ x2)-a—" ë~ibarctgxc/x + bJ Q0Ix)
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On pourra faire disparaître le signe / si 2 (an—1) est

un entier positif.
5. La méthode qui précède est susceptible de diverses extensions.

Faisons dans l'équation (1) le changement de variable
y efudx z, où u et z sont deux fonctions indéterminées. L'équation

(1) s'écrira

Xs" -f z'(2uX -f «.x -f b) -f z[X(m' + u2) + u(ax -f b) + X] 0 (5)

Pour que l'équation (5) ait même forme que (1), il faut et il
suffit que l'on puisse déterminer 3 constantes A, B, G, telles
que l'on ait identiquement

uX — kx -f B X(«* -f u') -f u(ax + b) C (6)

En posant pour simplifier A — C — 2D, on trouve que les

équations (6) sont équivalentes au système

A (A -fa — a) — Doc, B(B + b — ß) Dy

A (B -f b — [3) -j- B (A -f a — a) 2Dß (7)

Pour continuer la résolution, il est plus simple d'examiner
séparément les différents types signalés au N° 4.

6. 1er cas. — Si l'équation (1) a la forme

y" _p axy' + Xr — 0 (8)

on aura X=l, a ß — 6 0. Le système (7) donne alors, si on
écarte la solution A B 0 :

A — a B 0, D — 0 C — a :

x2

le changement de variable y e 2 z conduit donc de l'équation

(8) à l'équation
z" — axz' -f (X — a) z 0 :

la méthode s'applique à l'équation ci-dessus quand ^ est un

entier positif. Donc quand ^ est un entier quelconque, l'équation

(8) s'intègre au moyen de la seule quadrature fe~ax2dx.



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 169

On peut observer que, quel que soit —, les séries entières

H, (a X; x) 1 — x|^ + X (X + 2a)^ — X(X + 2a)(X + + ••• >

x3 xb
H2 [a X ; x) .x — (X + «)—, -j- (X + «) (X -f 3a) — —

qui sont convergentes dans tout le plan, satisfont à l'équation (8)

et font ainsi connaître son intégrale générale. Les considérations

qui précèdent mettent en outre en évidence les relations
fonctionnelles

0-2
CL —

H, (a X ; x) z=z e
1

Hj (— a X — a ; .r)

#2
— a —

Il2 (a X ; x) — e
2

H2 (— a X — a ; x) ;

enfin on a visiblement

„ sin ,r V X

HjfO, X; ,r) cos x V X H2(0, X; x) —=

7. — 2me cas. — Si l'équation (1) a la forme

.ry" + (y — x)y' — cly — 0 (9)

le système (7) s'écrit

A(A—1) 0 B(B + t — 1) 0 A(B + y— 1) + B(A — 1) 2D ;

il admet 3 solutions:
lo A 0, B 1 — y, 2D y — 1 G ; le changement de

variable y xl~^z ramène l'équation (9) à la forme

xz" 4- (2 — Y — XlZ' — (a H" 1 — j) z 0 ;

la méthode s'appliquera à cette équation si y — a est un
entier positif.

2° A 1, B 0, 2D y — 1, d'où G y ; le changement
de variable y — ex z ramène l'équation (9) à la forme

xz" + (x + Y) z' — (a — y) 3 — 0 ;

la méthode s'applique encore si y — « est nul ou entier négatif.

L'Enseignement mathém., 23e année; 1923. 12
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3° A 1, B 1 — y, 2D 0, d'où C 1 ; le changement
de variable y ramène l'équation (9) à la forme

xz" + (2 — y + x)z' — (a — î)z 0 ;

la méthode s'applique donc si a est un entier positif.
En résumé, l'équation (9) s'intègre par une quadrature pourvu

que l'un des deux nombres a et y — « soit entier ou nul. On voit
aisément que si ces 2 nombres sont entiers et de même signe,
l'intégration s'achève sans quadrature.

On sait1 que si y n'est pas un nombre entier, l'intégrale générale

de cette équation s'écrit

y AG (a, y; x) -j- Bxl~?G(a 1 — y, 2 — y ; x)

G (a, y ; x) désignant la série entière

a a a(a|1)+ rr + T7F.-WTV" + -
convergente dans tout le plan. Au moyen des changements de
variable indiqués, on met en évidence la relation fonctionnelle

G (y — a y ; x) ex G (a y ; — x)

qui est évidemment valable pourvu que y ne soit pas nul ou entier
négatif ; on en déduit en particulier, en désignant par un entier
positif,

G(r + n- y; ») ex^n(x)

R„ désignant un polynôme en x de degré
8. — 3me cas. — Sans entrer dans le détail du calcul, nous

indiquerons que le changement de variable

/2W^'y e x -rt z

conduit de l'équation

Y1 y" + {ax + h) y + \y o (io)

à l'équation
•x'2 H~ T + [2{a — x) — b~]z' + (X -f- 1 — a)z 0 (11)

1 Cf. Goursat. Cours d'Analyse, t. 2, p. 464 (2e édition).
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Les équations en t associées aux équations (10) et (11) s'écrivent

(2« — 1)1 + ï\0 (12)

*2 + (3 — ïa)t+ 2(X + 1 — a)0 (13)

et il est clair que si l'équation (12) admet la racine l'équation

(13) admet la racine t=—(n+1). Ainsi, pourvu que l'équation

(12) ait une racine entière, l'équation (10) s'intégrera par une

quadrature. Si les 2 racines sont entières et de signes contraires,
on aura l'intégrale générale sans quadrature.

9. — Le cas où les racines de X sont réelles présente une
particularité; l'équation différentielle considérée n'est alors autre

que l'équation de Gauss, et nous l'écrirons sous la forme usuelle

.r(t — x)y"+ [y — (a + ß + 1 — 0 ;

l'équation associée en t s'écrit

Ù + a) (' + ß) o •

La méthode du N° 5 conduit aux trois changements de variable
suivants :

1—7
y — x ' z

qui change a 3 y eu a -j- 1 — y ß + 1 — y 2 — y;

y (l-,,-'"' •'+'/;

qui change a ß y en y — a, y — ß y;
a-ß+7 1—7

y — (1 — x) v * x z

qui change a, ß, y en 1 — a, 1 — ß 2 — y.
On aura donc l'intégrale générale par une quadrature pourvu

que l'un des nombres «, /3, oc— y, ß -- y soit entier. Si l'un
des couples (a, ß), (a — y, ß — y) comprend deux entiers de
signes contraires, on aura l'intégrale générale sans quadrature.

On sait que, si y n'est pas entier, l'intégrale générale de l'équation
de Gauss est représentée, à l'intérieur du cercle de centre

0 et de rayon 1, par l'expression

y — (a » ß > t » a:) + F (a + 1— y, ß-f 1 - y, 2 — y ; x)

F (a, /3, y \ x) désignant la série hypergéométrique. Les chan-
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gements de variable indiqués ci-dessus mettent immédiatement
en évidence la relation fonctionnelle

F (a ß T ; x)— (1 — .r)7-"-!5 F (Y - a Y — ß y ; .r)

qui a été établie par Euler.
10- On peut employer dans d'autres cas le changement de

variable indiqué au N° 5. Considérons par exemple l'équation
de Laplace

("»•' + W + K* + + (V,2.r + 0 (a, ^ 0)

et proposons-nous de faire disparaître le terme en dans le coefficient

de la fonction inconnue. Les équations analogues à (6)
s'écrivent alors

(a0x-f- b0) u— Ax-f- B (a0x+ b0)(a2-f-+ -f- — a2x +
et l'on a, pour déterminer A, B, C, les 3 équations

A2 -J- A ûj+ 0

2A B -f- A b1B«j — C -(- a2A0 — 0

B2 + A b0 —a0B+ B C 0

qui admettent en général 4 solutions. Appliquons ceci en particulier

à l'équation de Bessel; on sait que \ dans le domaine réel,
cette équation se ramène à l'une des deux formes

v" +2/),' — 0 (14)

xy"-f 2 py'-f 0 (15)

Considérons d'abord l'équation (14). Les 4 changements de
variable

y exz y e~xz,y xx~2p ex z y —

conduisent respectivement aux 4 équations suivantes:

xz" + 2(x +p) z'4- ïpz —0 xz" — 2(x — — 0 (16)

2 fx + 1 — p)s' + 2 1 — p)z — 0

X," — 2(x + 1 — p) ~J - 2(1 — p)z =: 0 (17)

1 Cf. par exemple delà Vallée-Poussin. Cours d'Analyse infinitésimale (4e édition),
t. II, p. 224.
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On en conclut d'abord que l'équation (14) s'intègre sans quadrature

si pest entier. Si p est entier négatif, on partira des équations

(16), et l'on mettra l'intégrale générale de l'équation (14)

sous la forme
yAex P, (x) + Be_x P2

P, et P2 désignant des polynômes de degré — p. Si p est entier

positif, on partira des équations (17) et l'on mettra l'intégrale
générale de l'équation (14) sous la forme

y Axx~~ipexP,(.r) + e"x P2

P, et P2 désignant des polynômes de degré p —-1.

Les quatre changements de variable

y — eix z y e~ixz,y «

pourraient de la même façon être utilisés pour l'équation (15);
mais on peut se borner au premier et au troisième par exemple,

qui conduisent de l'équation (15) aux équations

xz" -}- 2[ix -j- p)zf 2ipz — 0 (18)

xz» _}_ 2 (ix — p + 1 )z' + 2i(p — 1 )z 0 (19)

respectivement. Si p est entier négatif, on partira de l'équation
(18): en prenant l'intégrale de cette équation qui se réduit à un
polynôme, la multipliant par eix et séparant les parties réelles

et les parties imaginaires, on obtient deux intégrales particulières

de l'équation (15).

Vj r= Pj cos x -j- P2 sin x j2 r=r Px sin x — P2 cos x

Pi et P2 désignant des polynômes de degré —p et —p+1
respectivement. De même, si p est entier positif, en partant de l'équation

(19), on aura pour l'équation (15), si p > 1, les deux
intégrales particulières.

(Pj cos -j- P2 sin x) j2 xl~2p(\)1sinx— P2 cos oç)

Pd et P2 désignant des polynômes de degrés p — 1 et p—2
respectivement; si p 1, l'équation (19) donne immédiatement
l'intégrale générale

j — — (a cos x + b sin x\
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