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METHODES D’APPROXIMATION
DANS LE CALCUL DU NOMBRE DES POINTS
A COORDONNEES ENTIERES*

PAR

J. G. vaAx pER CorpUT (Fribourg, Suisse et Groningue).

1. — La méthode de Gauss.

Dans les écrits laissés par Gauss? on trouva les fragments
de deux articles qu’il avait I'intention de remettre a la Société
des sciences de Gottingue dans les années 1834 et 1837, mais qu’il

.n’a pas achevés. Dans ces fragments Gauss déterminait au

moyen des points & coordonnées entiéres I’aire d’une figure, et
spécialement d’un cercle dont le centre coincide avec 1’origine
des coordonnées. Si le rayon est égal a 10, 101710, 100 ou
100110, Gauss a calculé que le cercle contient

317 , 3149 | 31417 ou 314197

points entiers (c’est-d-dire points & coordonnées entieres),
tandis que Paire du cercle, & une demi-unité pres, a pour valeur

314 , 3142 , 31 416 ou 314 159

’

de sorte que la différence est relativement petite. Dans cet
article, lorsque nous parlerons des points entiers d’une figure,
nous voulons parler des points & coordonnées entiéres situés a
I'intérieur et sur le contour de cette figure.

! Conférence donnée a la premiére Réunion mathématique des Universités de la Suisse
romande, a Geneve, le 17 février 1923, par M. J, G. van der Corput, professeur & 'Université
de Fribourg (Suisse). — Depuis le semestre d’6té 1923 M. van der Corput occupe l'une des
chaires de mathématiques de I’Université de Groningue. Réd. ‘

2 Werke, 11, p. 269-291.
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Nous pouvons nous attendre & ce que le nombre des points
entiers d’une figure soit approximativement égal & l'aire de
cette figure. Etant supposé que le contour de la figure a une
longueur déterminée I, Gauss démontre que la différence entre
ces deux quantités est comprise entre — 4 (I -+ 1) et & (I + 1).
La démonstration qu’il en a donnée est la suivante:

Soit r le nombre des carrés tels que leur centre ait des coor-
données entieres, leurs cotés aient 'unité pour longueur, et a
I'intérieur desquels se trouve au moins un point du contour.
Le nombre des points entiers de la figure est plus petit que 1’aire

de la figure augmentée de r, mais plus grand que cette aire,

diminuée de r, de sorte que la différence entre le nombre des
points entiers et I’aire de la figure est comprise entre — r et r.
Une portion du contour qui appartient a plus de quatre carrés
différents contient au moins deux points distants de plus d’une
unité. Si donc r est plus grand que 4n, n étant entier, il y a sur
le contour n -+ 1 points tels que la distance entre deux points
consécutifs est plus grande que 1. Alors la longueur du contour
est plus grande que n, et comme nous pouvons choisir 4 (n + 1)
plus grand ou égal & r, r est plus petit que 4 (I -~ 1), et la pro-
position de Gauss est démontrée.

Nous pouvons considérer comme cas particulier celui du
cercle u’ + ¢* = x, u et ¢ étant des coordonnées rectangulaires.
Soit P (z) la différence entre le nombre des points entiers du
cercle et son aire. En vertu de la proposition de Gauss la valeur
absolue de P (z) est plus petite que 427V 'z + 1). P (x)
est donc au plus du méme ordre que la fonction \/z, ce que ’on
écrit

Pr) = 0(Vx) ,
O désignant le symbole connu de Landau.

Nous allons traiter maintenant un autre probléme, celui des
diviseurs. Le nombre d(n) des diviseurs du nombre entier posi-
tif n ne peut pas étre représenté approximativement par une
fonction simple. Par contre on peut trouver une expression

simple pour représenter
D () :2 d(n)

1§n§x

n entier
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d’une maniére approchée. En effet, sur 'hyperbole équilatére
u¢ = n se trouvent exactement d(n) points entiers, car & chaque
diviseur ¢ de n correspond un point & coordonnées entiéres

et % et réciproquement. La fonction D (z) est donc égale au

nombre des points entiers situés sur l'une des hyperboles
u = 1,2, ..., E(z), E(z) désignant la partie entiére de x. Tous
ces points se trouvent dans le domaine D, limité par I"hyper-
bole u¢ = z et par les deux droites u = 1, ¢v = 1, et récipro-
quement tout point entier contenu dans ce domaine se trouve
sur I'une de ces hyperboles. La fonction D (x) est donc égale
au nombre des points entiers du domaine D,. L’aire de ce do-
maine est égale &

X
f(f-——i)du — xlogx——-x?{—i ,
u ‘
1

et le contour a une longuéur plus petite que 4 x, de sorte qu’en
vertu de la proposition de Gauss

D(x) — (xlogax — x + 1)

est contenu entre —4(4x -+ 1) et 4(4x + 1); la fonction
x log x représente donc D (z) avec une erreur dont ’ordre ne
surpasse pas celui de z, donc

D(x) = xlogx + O{(x) . (1)

2. La méthode de Dirichlet.

Dirichlet* a réussi & améliorer considérablement ce résultat
de la maniére suivante: ‘ |

Par le point (V/z, /'), qui se trouve sur I’hyperbole équilatére
on construit une parallele & 'axe des u et une paralléle & 'axe
des ¢, de sorte que le domaine D, en question est divisé en trois
parties. Une de ces parties est un carré, et ’on peut immédiate-
ment calculer le nombre des points entiers qui y sont contenus.
Les deux autres parties contiennent le méme nombre de points
entiers par raison de symétrie, et comme on connait le nombre

L Berl. Abh. (1849), p. 69-83; Werke, I, p. 49-66.
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