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152 M. WINANTS

En comparant la premiére et la troisiéme des relations (8), on
obtient d’abord :

1
2p,-ps-Pr = — & 2p,

ce qui peut s’écrire :

<1+1+1+1>__1,,< PR - (9
P1-P2-Ps- Py Py P ps ! pa) 7 82 \P1 T Po T Py Pyl -

De la premiére et de la deuxiéme des relations (8), on tire
.. B2 A : :
ensuite ce et = respectivement; on substitue dans la qua-

trieme; apres quelques simplifications trés faciles, on obtient :

Ap1-PaePs-Py— &Py + Py + ps + pyl

. \ (10)
= Pe-Po = Pr-Ps+ Py-Py PPy Popy+ ps-pl)? -

Ces équations (9, 10) ne renfermant pas la fonction impaire p’
ne sont évidemment pas suffisantes pour que quatre arguments
Uy, Uy, U Uy, vérifient une équation de la forme proposée.

§ 2. — Une quartique particuliére.

7. A partir de ce deuxiéme paragraphe les invariants g2y L1
des fonctions elliptiques employées seront supposés réels. Nous
aurons bientot & tenir compte du signe du discriminant de ces
fonctions :

A =g — 275 . (11)

Nous allons étudier la courbe plane définie en coordonnées
rectangulaires par les équations paramétriques :

X = pt, = p'lu . (12)

De ces deux équations, il résulte d’abord qu’une valeur de
Pargument u détermine un seul point de la courbe, et que réci-
proquement, les points multiples éventuels étant exceptés, a
tout point de la courbe ne répond qu’un seul argument (& part
les valeurs homologues, bien entendu).
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FONCTIONS ELLIPTIQUES 153
Les équations (12) peuvent s’écrire :

x? = 4p® — gy .p — 85

.’)' :6[)2 — Tz‘g‘g [}

d’ou 'on déduit directement :

2v.p — 3x% = 2g,.p + 38 »

puis
3 (x4 g,) 11
= p = —= . (1%
PSP =gy, )

Iq

I3
%)

On transporte cette valeur dans la seconde des équations (13)
et on obtient par des calculs faciles

(2y 4 go) - (7 — g7 = 27. (2% + &)° - (13)

8. La courbe envisagée est donc une quartique binodale,
ayant les deux points doubles :

T =3 & « x:i\/——g3. (16)

Jg

Ces deux points doubles sont imaginaires ou réels suivant
que Uinvariant g, est positif ou négatif.

Quand le discriminant (11) s’évanouit, I’équation (15) montre
que Dorigine des coordonnées est un troisieme point double,
et la courbe est alors unicursale.

9. De I’équation cartésienne (15) ou des équations paramé-
triques (12) résulte la symétrie de notre quartique par rapport
a 'axe des y. Semblablement, on apercoit I'existence d’une

direction asymptotique quadruple parallele au méme axe
des y.

De la formule (14) on déduit aisément que la fonction pu reste
réelle tout le long de la courbe, sauf peut-étre aux points doubles,
pour lesquels pu prend une valeur indéterminée, ainsi que 1’éga-
lité (14) et les relations (16) le rendent manifeste. Si pu devient
effectivement imaginaire en un point double, celui-ci doit étre
un point isolé; car en tout point de la courbe, infiniment voisin

d’un point crunodal ou cuspidal, la quantité pu prend une valeur
réelle.

L’Enseignement mathém., 23¢ année; 1923. 11




154 | M. WINANTS
De la deuxiéme des formules (13), il résulte alors que l’or-

, .. 1 :
donnée y admet le minimum — 5 82 corrrespondant & ’annula-

2
tion de p. '
De I’équation (15), on déduit encore l’existence d’une bitan-
1 : "
gente ( = ——gg,> dont les points de contact ont mémes

abcisses (== V/'— g.) que les points doubles. Voyez les formules
(16).

De tout ce que I’'on vient de développer on conclut que la
courbe est située tout entiére au dessus de sa bitangente, sauf
qu’il se pourrait qu’il y et exception pour des points doubles
isolés. |

Et c’est ce qui se passe effectivement quand linvariant g,
est négatif, puisque alors, en vertu de (16), Pordonnée g, des

points doubles est inférieure au minimum — %gg de y. L’hypo-

thése g, < 0 conduit en conséquence a des courbes lacnodales
(fig. 6, 7, 8). |
10. Des équations paramétriques (12) on tire cette relation

dy _ p"u _ 12pu.p’u
dx — pu pu

(17)

qui peut s’écrire :
dy _ 12pu . x

e = (18)

Donc en tout point ou la courbe rencontre I'un des axes
coordonnés, la tangente est paralléle a I’autre axe.
Aux points ou la quartique touche sa bitangente

<3- — —%gZ , donc p = 0) ,

la tangente, qui est précisément cette bitangente elle-méme, est
paralléle & I'axe des z.

11. Pour déterminer la classe de la courbe, essayons de lui
mener une tangente par un point quelconque («, 8) de son plan.
Les arguments afférents aux points de contact seront les racines

de I’équation
12pu . p’u

pllu

o —plu)

f—p'u =




FONCTIONS ELLIPTIQUES 155

qui résulte des formules (12, 17) et qui peut s’écrire :
(B — p'u).p’u 4+ 2pu.p®u = 12a.pu.p’u . (19)

On éléve au carré, ce qui fournit visiblement une équation du
huitiéme degré en pu. A chacune des racines de cette équation
correspond, en vertu de (19), une et une seule valeur de p'u,
puisque le premier membre de cette équation (19) est rationnel
par rapport & pu.

La quartique envisagée est donc de Auitiéme classe, ce qui
doit étre, d’ailleurs, d’aprés la théorie des caractéristiques
pliickériennes.

Et d’autre part cette propriété n’est qu’un simple cas particu-
lier d’une proposition trés générale: quand pour une certaine
courbe les coordonnées ponctuelles sont exprimables en fonc-
tions elliptiques d’un méme argument, la classe de cette courbe
est toujours double de son ordre. (HALPHEN, Traité des fonctions
elliptiques et de leurs applications, deuxiéme volume, p. 415.)

Une restriction s’impose pourtant. Si 'invariant g, s’annule,
la dérivée p”u devient égale a 6p%u, et les deux membres de
I’équation (19) sont divisibles par pu. L’équation finale admettra
donc la racine double: p?u = 0. Les points de contact de la
courbe avec sa bitangente sont alors des points de rebrousse-
ment, la quartique est bicuspidale, et sa classe tombe au nombre
siz. Et la formule (18) montre bien qu’en supposant a la fois

pu =0, y = 0, onrend indéterminé le coefficient angulaire a—%—c .

L’hypothése g, = 0 conduit en conséquence & des courbes
cuspidales (fig. 9, 10).

12. Pour en finir avec les généralités, nous allons procéder &
la recherche directe des points doubles [7, 8].

Un point double étant un point par lequel la courbe passe
deux fois, 1l faut qu’on ait

plu=plv, p'u=p, (20)

sans que les arguments u, ¢ soient homologues. La seconde
équation entraine

plu = p?v ;
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mais il est impossible qu’on ait pu = pe, car cette égalité
combinée A la premiére équation (20) conduirait a u = v, et
nous venons de dire que cela ne devait pas étre. Donec:
plt = — pV .
La premiére équation (20) devient alors:

pPu — g, pu = e — g, oy = (4pPu — gy . pu) = 0,

ou
prelapiu — g0 = 0 .

L’hypothése pu= 0 aurait pour conséquence pu = po; elle
est donc a rejeter. Il reste:

c’est-a-dire:

pu =+ — g:—pv. (21)

Les équations (12) donnent alors:

x:i\/—é’%’ Yy = & >

et, de cette maniére, nous retrouvons bien les formules (16).

Si l'invariant g, est négatif, la quartique est biacnodale [9],
et nous voyons qu’en des points doubles 1s0lés, pu prend effec-
tivement des valeurs imaginaires. Plus haut [9], nous avons
énoncé déja la réciproque de cette derniére proposition.

Si g, = 0, les deux valeurs (21) que pu prend en chaque

- point double se confondent, et ces points sont donc des rebrausse-

ments [11].

De la relation pu= — p¢ combinée & la formule (18) résulte
cette propriété qu’en chacun des points doubles les deux tan-
gentes ont des directions symétriques par rapport aux axes coor-
donnés.

§ 3. — Les deux cas suivant le signe du discriminant.

13. Aprés toutes les considérations générales qui précédent,
nous allons distinguer deux cas principaux suivant que le discri-
minant

3 2

— 27¢

A:gﬂ 33
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