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APPLICATION DE L’INTEGRATION PAR PARTIES
AU DEVELOPPEMENT EN SERIE

PAR

E. JaBronski (Royan).

Li’ntégration par parties conduit sans peine & une formule
trés générale, non remarquée encore je crois, d’ou I'on peut
déduire la formule de Maclaurin et par suite celle de Taylor,
¢’est-a-dire toutes les formes classiques des développements en
séries et en plus d’autres formes de développements qui ne
sont pas sans intérét. Ce qui suit est cependant & rapprocher des
pages fondamentales du Traité d’Analyse de M. Emile PicarD
(T. I, 2me gdition, ch. I, § V).

1. Soit y une fonction quelconque d’une variable indépendante
z (nous nous bornerons ici au cas d’une fonction réelle d’une
variable réelle, mais la généralisation est aisée). Soit x, une
valeur particuliére de z, y, la valeur correspondante de y, nous
supposerons seulement que y et toutes ses dérivées, jusqu’a celle
d’ordre n + 1 incluse, soient finies et bien déterminées pour
toute valeur de x telle que mod (z — z,) =< a nombre positif
convenablement choisi. On peut, sans restreindre la généralité
de ce qui suivra, faire comme si z, était nul en convenant de
remplacer x par z, + . Cela pos?, on a évidemment

x
dy
¥ = 4y +f—c—l§.dm
0
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d’ou, par applications successives de l'intégration par parties
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Considérons la série
P:w
— 1\p—1 dP v
S =y, + > | 1)‘ xf J .
n P dax¥
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Si, pour mod (z) < aet 0 = qg=p—1, 7 Z—; reste fini quelque
X
grand que soit p, la série S est absolument convergente et repré-
sente la fonction y. En effet soit mod (azq g———> < A nombre

.l’
positif assignable, le terme général de S est moindre en valeur

absolue que mod <p 2P A> , elle est donc absolument conver-

gente; d’autre part, en vertu de (1)

x
(— ,l)n . d"+1y
y =25, + = fxldx'H"l’dx,,

0

S, tend vers S et le terme complémentaire est, en valeur absolue,

moindre que m0d<

Aa"1
que nlin—gq 4+ 1)
ment; le terme complémentaire tend donc vers zéro et par
suite y est bien la valeur de la série S pour mod (z) =< a.

n—q 3 h
ATm—g + 4% A> et par suite moindre

qui tend vers zéro lorsque n croit indéfini-

ST " Py
Dans le cas particulier de ¢ = 0 la condition est que %} reste

finie lorsque p croit indéfiniment.
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2. En se bornant & ce cas particulier on peut facilement
étendre la formule & une fonction d’autant de variables que I'on
voudra indépendantes ou non. Soit ‘y = f(z,, A , Tm) qui
reste finie et bien déterminée ainsi que toutes ses dérivées par-
tielles, quelque grands qu’en soient les indices, sous les conditions
mod (z;) << a;, nombre positif convenablement choisi, ou ¢ peut
prendre toutes les valeurs entiéres de 1 & m. Considérons la
fonction de I'unique variable indépendante ¢

2= flla,, tay, ..., tx,)

en vertu des hypotheses faites, cette fonction et toutes ses déri-
veées par rapport a ¢ restent finies et bien déterminées quelque
grand que soit 'ordre de la dérivée considérée sous la seule
condition t < 1; on peut donc lui appliquer la formule précédente
et 'on aura, en faisant ¢ = 1,

. 'S (— 1! ' -7®) uissance
YO0 0) 2%— [‘”g * 7%] s;vl;boligllfe).
p=

3. De la formule (1) on peut déduire la formule de Maclaurin,
avec une forme du terme complémentaire non encore remarquée
et qui contient, comme cas particuliers les formes classiques de
Lagrange et de Cauchy. En effet, on peut appliquer la formule (1)
non seulement & y, mais & toutes ses dérivées jusqu’a celle d’ordre

n incluse; on a ainsi:

x
- — ' d} &2 dZy (— 1% 1 r dny (— 1)" " d/l—}—ly
):30+x6{—x—?d—x2++ ] X a’x"+ — :’/)x dxn-{—l'dx
: x
dy __ [dy d?y  a? d3y (— 1)n-2 " d"‘)‘ (— 171 ‘n_ui"'Hy
‘ JE:(‘Tx)o.*—xm_—ﬂ@_‘_m_f—(n——l)lx d,xlz+mfx dx”—l—ldx

0
x

dzy d2j' d3y 22 d43” (_ 1))1-3 L du,), (_ 1)”'2 s d"+1)'
.(7.9;5 <W)O+x8?“7@++(n_2)uxn vdm‘n—l_(n_fz)lfxn 1 4%

n—1_, n—1 n,.. x n41

, d d :
d d = ﬁd__q + x- ) ____fx ) . g
da" ! da™ ! dx’” = da"t!

d"y dny fd'1+1 y 4
o — —. ax ;
dx" dx"™ g + - dxn-}—1
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en multipliant les deux membres de ces identités, dans leur ordre,

respectivement par

n
& X

S

x
1-’ R [ 1
1 L n!

8]

et ajoutant membres & membres, on obtient, toutes réductions

faites :
d» x d" d" .
7*u+1<>+w< >+ +n(m>+R 2]

ce qui est la formule de Maclaurin, ou R, terme complémentaire,

“est donné par la formule:

x , x
(__ ,l)n d’l+1,) 4 (___ ,1)11—-—1 p e d"+1
_ =t = de + ...
R " f"‘ e R a— Ty 11f”‘ P ES
0 0
x a 7
(— 1) P P n p dn—{—l 2" dll-}-l).
,/ I 2 1 B~ . o} n! n41 d.x
in—p)t p! dx neJ dx

0

En écrivant z au lieu de z, hors du signe d’intégration et faisant
comme si z était indépendant de z, on peut écrire:

n41_,
R::_f(:—x)”d Y dx (3)
n'! dx 1!

ou l'on intégrera comme si z était constant; aprés intégration,
on fera z = z. Pour déduire de (3) la forme de Cauchy écrivons

8

1 n+]
R _— (: . :I:)n—g (Z _ ;() d

dx’"H dx (¢ = n)
d"+1y
dxn'*—.l
la valeur que prend ce produit fonction de z pour une valeur
fixe 0x (9 < 1) comprise entre les deux limites de I'intégrale et
convenablement choisie, nous aurons:

puis remplagons sous le signe d’intégration (z — )

par

(— 1) A"ty
P\ st A g 3 = ”__q_*__l L ~’L—q+1
i —g + 1 e”(aﬁ49““ “ T
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ou l'on doit faire z = z ce qui donne enfin:

R _ x?l-l—-l (,1 . e)q (dn—{-lj,)
0

nlt(n — g+ 1) \ gunt

qui est bien la forme de Cauchy; pour g =0 on a celle de
Lagrange.

4. Il résulte de ce qui précéde que la formule (1) conduit, en
passant au besoin par celle de Maclaurin & tous les développe-
ments connus des fonctions en série mais elle peut aussi conduire
directement & ces résultats ou a. d’autres que la formule de
Maclaurin ne peut pas donner. Jen vais exposer quelques
exemples.

1o Appliquons la formule & ¥ = e—* on a immédiatement

. "3 .
e—x = 1 — i e_x — i e_’x J— fl_ e_x it x —Z
- 1! 2! 3! n!

d’ou

ou enfin
x x? n
=1+ +n++E 4

n!
quel que soit z.
20 Soit y = (1 + ), m quelconque, z positif.
La formule donne immédiatement

1+ 2" =1+ %1-’96(1 + )" — ﬂ(%%i—lx“‘(i + )™
d’ou
—_n m x

m(m — 1) x . m(m — 1)(m — 2) x 3
T <1+x>" 3! (1+x>+“'

ou en changeant m en — m

m

=1 2

I 4+ x
mim + 1) x 2 m(m 4+ 1) (m 4 2) x ¥
+ I () R (L Yy

pour toute valeur positive de z.
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30 Soit y = L (1 4 x).
La formule donne:

oz 1 e ! B 1
Lt 2 =T 7 2sagar S0P
+ (—' 1)"—1 xn 1 +
n ’ (1 o+ x)n

. x 1 x 2 1 x 3
L(l_*—x):’l—{—x_?'(i—}—x>+§<l—;— x>+
_I_

(— 1)n—1 e n
n 1+ x> T

Siony fait x = %, N entier positif quelconque, on a:

pour toute valeur positive de z.

LN+ 1) —LN = —~ LTIy (S L
N+ —IN =g —amgp T3\WNF+1) 7

qui donne sous forme de série rapidement convergente la diffé-
rence tabulaire d’une table de logarithmes népériens c’est-a-
dire le moyen de calculer cette table.

Royan, février 1921.

MELANGES ET CORRESPONDANCE

Le Probléme des quatre couleurs.

A propos d'une communication de M. J. Chuard.

Dans le n° 6 du tome XXII de PEnseignement mathématique,
paru en mai 1923, je lis, aux pages 373 et 374, une note de M. Jules
Chuard, sur le probléme des quatre couleurs. Sans vouloir diminuer
son mérite, je lui ai signalé, et je crois que cela peut étre intéressant
pour les lecteurs de I’ Enseignement math., que la proposition a laquelle

il arrive n’est certainement pas exacte, dans les termes ou il I'a
énoncee.
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