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CHAPITRE [X

Les théorémes de Laguerre et Humbert sur Uorientation; la repré-
sentation complexe des covariants des formes binaires.

Dans le chapitre VII, nous avons énoncé que 1’orientante d’une
forme segmentaire est celle de la forme vectorielle correspon-
dante; c’est ce que Laguerre a exprimé en disant que I’orienta-
tion d’une courbe d’ordre n était aussi celle du systéme de ses
asymptotes.

Pour les formes du second ordre, nous avons déja employé
le fait que si deux formes cycliques f_f et g_ g’ avaient une orien-
tante nulle, les familles de comques homofocales ff'— (27,7, et
gg'— u’J,J, avaient pour coniques harmoniques des cercles, dont,
les asymptotes déterminent des orientantes nulies.

S1 nous écrivons maintenant le systéme des tangentes com-
munes & deux coniques sous la forme:

1" — Busa) - (88" — w2fufa) YO — B%ia ) 22 (98" — p2jyjp ) 2 = 0
ou z est le point courant, ou encore:
2
= B (88" = Wl NI —= Bl M| _
\ =
! (" — By s ) 88" — w2jy s ) X2 (88" — wj e ) 22

quels que soient les paramétres 8 et 4, la forme orientante de
cette forme du quatriéme ordre sera:

(fv/)lv (§<g')

ou:

’-

T, T, T, T, étant les quatre tangentes communes A deux

coniques quelconques prises dans les deux familles d’homo-
focales.

Laguerre a énoncé un théoréme analogue pour Dorientation
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des tangentes communes a deux courbes quelconques, ou a deux
de leurs homofocales, les systémes de leurs foyers en parti-
culier.

Sans entrer dans le détail de la formation symbolique des
résultants, ce sera encore une conséquence du fait que dans le
calcul de la forme orientante d’une forme donnée, toute diffé-
rence entre les homofocales disparait, les termes contenant j,j,
en facteur s’annulant par la substitution du produit cyclique au
produit algébrique.

Humbert s’est aussi attaché a la considération des divers
groupes polaires cycliques d’un point par rapport & une courbe
~de classe quelconque, et aux lieux décrits par les points obtenus
quand la courbe variait dans un faisceau tangentiel.

Or soit ¢ une courbe de classe n, m un point du plan:

n-1
moex— — 0

(n)
fv

donne le groupe des n—1 points réels, communs aux deux
faisceaux d’équations:

f(n) )( "l.%'n_1 )( ]il — 0

O ma" (=0
qui constituent les droites polaires de m par rapport aux tan-
gentes menées des points cycliques & la courbe f(.

Le groupe polaire suivant sera le groupe polaire cyclique de m
par rapport au précédent, et ainsi de suite, jusqu’a:

n) n-1
‘ m— _x —= 0

qui donne le point m' commun aux droites:

f(n) n— )(/1 — i}

/.(11) )( mn———lx )( jn — 0 .

Si on suppose maintenant que la courbe f() appartienne & un

faisceau:
/'('1) = a{ 4+ 0p"™

le lieu du point m’, engendré par I'intersection de rayons homo-

i




GEOMETRIE METRIQUE DU PLAN 85

graphiques issus des points cycliques j, et j,, sera un cercle,
d’équation:
@)

a~’ Inlijvx) . (b(ll’) ) mn;lvx> =0 .

Dans les mémes conditions, le groupe de points formant la
piéme polaire cyclique de m aurait décrit la courbe d’équation:

(a(i) ‘ m& _ xn;e) , (b("j) \ mE _ xn\-g> =0
ou:
() mP P ) ) (B0 1 P &P ()

— (@l )P ) (6 ) P &P () = 0

et les points cycliques étant points multiples d’ordre 2(n-p),
cette courbe est (n-p)-circulaire.

En particulier, les foyers d’une courbe de classe n constituent
le groupe polaire d’une courbe de classe n -~ 1 par rapport & un
vecteur quelconque u de la droite de I'infini.

La représentation complexe des covariants des formes binaires
repose sur le principe de transfert déja exposé entre les relations
sur la droite et les relations cycliques du plan. Mais précédem-
ment son exposition nécessitait I’emploi des coordonnées symé-
triques relatives & des axes déterminés, alors qu’elle peut main-
tenant se faire de facon absolue. Nous nous bornerons ici &
I’étude partielle d’une forme cubique:

3
[ =a_beoc.

Les formes covariantes sont 1’évectant cubique:

®
g = a b/
et la hessienne:
©)
A= = By sy
dont le discriminant fournit I'invariant de la forme cubique, que
nous supposerons différent de zéro.

La hessienne peut étre définie par:

(122} | = o
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ou:

2
@vx)lz (acbeco )

(r

qui sous I'une ou l'autre forme exprime que Ak, et &, sont les
deux points x pour lesquels le rapport anharmonique complexe
(abcx) est équi-anharmonique.

L’évectant cubique est le lieu des points z pour lesquels:

(P1a%) (8 ]a) =0 o (FRa) (Pa)(Pa) =0

ou qui sont tels quun des rapports (abcx) est harmonique.
Donc, sur le cercle circonscrit a abe, o', b', ¢’ sont les conjugués
cycliques de a, b, ¢ respectivement par rapport & b_e¢, c_ a,
a_ b, tandis que la hessienne est représentée par les anti-
points de h, et h,, conjugués au cercle précédent.
On sait que, quel que soit le point z, on a:

g 2
R e =0

et aussi que g a méme hessienne que {2, ‘

Nous voulons montrer la construction des polaires d’un point p
par rapport & f®; soient g, et ¢, constituant le premier groupe
polaire:

—> — —> —> —— —>
ap~bec+bp_cca -+ cpoa b= (ap + bp + cp)\,ql\,q2

—>
= 38D <« 4~ s

d’ou:
—_— — — > T S e—— —— 3 — —_—  —
@b be—ca  aq —aqy < be _ bg _bg,_ ca _ 41~ cqy— ab
—> -/ —> =4 —_—> _ —>
38p ap bp °p

Supposons d’abord p sur le cercle des points a, b, c.:

EZ — )\)Ez
—> ——
bp be

) étant un nombre réel; le second et le troisieme rapport donnent :

—_— — Z: (2—> —
aq, — aq, + x <):”;> bg, — bg, = 0

be

(7)(,*“2' - af’ -+ )\_a:i - /)‘2’) l Gi—qy, = 0
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de forme :
61V32|91VQ2 = 0.

Or on sait en outre que :

hy < hyl gy q, = 0

d’out la construction de ¢,  g,, couple conjugué & deux couples
déterminés.

A remarquer que:

> 2 —_— 2 -—6-*2

bc™ be,™ e,
= — A = — W)

._>2 -—)—2 __).2

N s’ N
ac cel 662

permet de construire les points e, et ¢,, et que cette construction

sera la méme, comme aussi celle des points ¢, et ¢,, quand & un

point p sur le cercle on aura substitué un point hors du cercle,

) étant alors remplacé par un opérateur complexe (similitude).
On construira ensuite la seconde polaire r par:

Gi=qs | T—p =0
sans aucune difficulté.
Pour construire ¢, et ¢,, on pouvait aussi employer:

—_—— ‘b—)- 2
a
4 o 1L = 0

—>
aq bq cq

en mettant ¢ & la place d’un des points ¢, ou g,.
En employant:
—— —— —>
ap = aq + qp , etc.,
on aura:
—> —> —>
AP 4 I8 IR — 3,
ga qb gc

De méme la construction de r ménera a:

—_— — —

r r r
o B B =3 .
pa pb pe
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En employant les opérateurs conjugués, on peut écrire:

T —_——

o
> ==
Pru pl"" pr

pe’
Je

a”,b",¢", r" étant les points inverses de a, b, ¢, r par rapport a p
avec la puissance un, ou:

— - T 7]
pa’ 4+ pb —}—pc» = 3pr

ce qui donne r”, d’out r. C’est en somme ainsi que procéde La-
guerre, mais nous voulons insister sur le fait qu’il ne convient

, 1 1 —
as de représenter par — ou — le vecteur pa arce que
- pa’, p q

pa  pa
le produit cyclique par un vecteur quelconque donnerait des

résultats tout a fait différents pour les deux expressions.
Si on a commencé par la construction de r, celle de ¢, et g,
résulte de:
r—plgi—q, =0
avec:
hyhy | gy g, =0 .

Nous n’avons pas abordé, dans cette étude, le calcul diffé-
rentiel; pour en donner un exemple, considérons le transforma-

tion conforme :
2
o 1 c"’>
F = gi* + )“x*

z, Yy, ¢ étant des vecteurs:

—_— —> —
X = op c = of Yy = om .

Dans ces conditions, si p décrit un cercle de centre o, m décrit
une ellipse de foyers f et // = 20— f; si p décrit une droite
passant par o, m décrit une hyperbole homofocale aux ellipses
précédentes, et ayant pour asymptotes la droite lieu de p et
sa symétrique par rapport a of.
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Un déplacement quelconque de p entraine un déplacement
correspondant de m et :

2 2
vvd< d‘,’ ~
Qdy — dx — )—C———-—r— = )—1<x_ )c__>

dy

|
|

®
l

ce qui donne la similitude instantanée :

e

Si p décrit un cercle de centre o:

A g = Y
X x — ¥

donc le déplacement du point m est perpendiculaire &:

ey =

Si au contraire p décrit une droite passant par o, le déplacement
de m est suivant mp. On retrouve la les propriétés caractéris-
tiques de la normale & ’ellipse et de la tangente & I’hyperbole
homofocale. ‘

Nous espérons, par les bréves indications précédentes, et
Iesquisse tracée dans cet article des efforts qu’on peut faire pour
adapter Palgébre géométrique a la traduction claire des pro-
priétés des figures, avoir intéressé quelques lecteurs et leur avoir
donné, avec le gofit de poursuivre de semblables essais, la convic-
tion que nous avons empruntée & Leibnitz, Grassmann et tant
d’autres: qu’il sera un jour possible de répéter, par des combi-
naisons de symboles, les configurations géométriques, méca-
niques, physiques, dont nous aurons pénétré les lois. Que cette
conviction nous excuse des maladresses et longueurs encore
présentes dans cet exposé !
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