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GEOMETRIE METRIQUE DU PLAN 35

p éléments analogues du second une combinaison scalaire sur
le modéle du produit polaire, tandis que nous avons réserveé
le symbole )( de ce produit pour le cas ou tous les éléments d’une
des formes au moins entraient dans un tel produit.

En dehors des méthodes de Grassmann, Hamilton, ou de
leurs disciples, la théorie des formes n’a guére considéré les
opérateurs linéaires . homographies ou réciprocités, symboles
de transformations quadratiques, etc. Il ne nous semble pas
nécessaire de les traiter dans cette introduction.

CaapriTre II.

Géométrie métrique des vecteurs du plan :
produits de deux vecteurs.

Ce sont les points de la droite de I'infini du plan qu’on repré-
sente par les vecteurs. Les opérations de la géométrie métrique
peuvent se définiv & partir des seuls vecteurs réels, mais il est
plus direct d’introduire dés le début des élements imaginaires,
A savoir les vecteurs isotropes (points cycliques) du plan.

Tandis que nous représenterons par u et ¢ deux vecteurs
¢gaux (que nous dirons unitaires) et rectangulaires, les vecteurs
isotropes seront désignes par :

Ji=u + v Jg = & ~— 1¥ (L:‘V—l)

Le produit intérieur de deux vecteurs a, b est des lors défini
par le produit polaire suivant* :

¢ b= ab ) Jyjy = L] Tl "

Comme :

Jijs = w¥ A+ v7
il peut aussi s’écrire, comme ’on sait :

a < b= ab )« 4+ v?) = [au][bu] + [av][bv] . (2)

1 Cf. R. MEnMKE. Vorlesungen @ber Punkt und Vektorenrechnung, I,.l, p- 289.
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Ses propriétés sont bien connues: nous rappellerons cependant
qu’en conséquence de la définition, on a :

2 2
X — X —
I = ]2 =0

et qu'un tel produit étant scalaire, on pose souvent, pour sim-
plifier les calculs :

1.
= 5 (J1 > ja) o]

’homogénéité rompue pouvant ensuite étre rétablic au moyen

A ’ cq 7 . . % a >< /I
de la méme égalité (ce quirevient a caleuler avee T

Il><

Tendis que le produit algébrique de deux vecteurs ne s'an-
nule qu’avec I'un de ses facteurs, il n’en est plus de méme pour
le produit intérieur. Il sera aussi toujours possible de résoudie
une équation intérieure :

-+ x>2< —=axb
Supposons, par exemple, a><b positif; I'équation peut s’écrire:
) 11 = ab ) ji
et la division par j,j, est possible et donne :
x? = ab + M
A, et 2, étant deux paramétres indéterminés; ou encore:

22 — b (modules ]f, jj)

c’est-a-dire qu’on est ramené a une dguivalence algébrique;
nous utiliserons & plusieurs reprises ce mode de solution; si on
veut poursuivre jusqu’au bout, il faut écrire :

2 2

22 ) = (ab + A 4 N =0

équation scalaire de condition entre 1, et ,.
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Ce produit intérieur de deux vecteurs aurait aussi pu étre

défini par :
2 2
.]1 ° ./2
a X b = ((/))( s
[J1J2]

et pour plus de deux vecteurs on pourrait ainsi envisager diverses
extensions du produit intérieur : mais aucune n’a semblé jus-
quici g'imposer avec quelque utilité.

Arrivons 4 ce que Grassmann a appelé produit complexe de
deux vecteurs, défini du reste seulement par des lois formelles.
Non sans quelque hésitation, & cause des nombreuses acceptions
du mot complexe, nous proposerons de substituer au terme usité
par Grassmann celui de produit cyclique.

Entre deux vecteurs, nous définirons ce produit par Pex-
pression :

1 . o
a~— b = TN ((a/) 1 ]:)'/f — (ab ) ]i>]:> (4)
1/2
qui peut encore s’écrire :
2 .. -
a“b:ma[)-]1]2. (D)
J1
En effet, 'on a :
iy

JiJ2 — E/_zj
et :

g . 1 o .
ab . (f2 . i) =5 ((ab ) o2 — (ab) (F)]3) -

Pour développer a_ b sous la forme (H), il est commode
d’employer la relation identique entre les quatre formes aj,,

jy, fyy by |
[/ 0072 — [ajo)bfy = [bjilajy — [bfa] ey - (6)

On voit aussitot que :
Ji~Jjs =0

et que le produit cyclique de deux vecteurs est une nouvelle
forme quadratique, mais dépendant seulement de deux unités,

par exemple jZ et j-; cette forme est en effet toujours apo-
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laire (conjuguée) d’une part a j,j,, d’autre part a la forme pri-
mitive, en vertu de:

ab . jijy - JiJy = 0

ab . JiJs - ab

|

Le produit cyclique de deux vecteurs représente donc le
systeme des bissectrices du produit algébrique, avec un coeffi-

cient approprié. Nous dirons encore que a _ b est Vorientante
de ab.

On a évidemment :

2

u— = [Tlv]u” (w4 vE) = uv
. ,
o — — ruy
donc :
2 2 ¥ f
u— 4+ v~ = 0 ainsi que : (7)
U_yv=—=v_u

soit les régles énoncées par Grassmann.

Remarquons encore qu’d Uexception du produit j, _j,, le pro-
duit cyclique ne s’annule qu’avec I'un de ses facteurs, et aussi
qu’on peut toujours satisfaire a I’équation :

x> = a_b ou : (8)

2. Jijy = ab . j,j,
La division par j,j, est en effet possible et donne :

x? = ab + Aj,j,
ou :

x? = ab (module 7, /,)

ce qui montre qu’a une équation cyclique (entre produits
cycliques), on peut faire correspondre une équivalence ou con-
gruence suivant le modulé j,j,.

Quant au facteur indéterminé 2, sa valeur résulte de :

2

2
22 ) = (ab+ Aj,j, )( = 0.
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Enfin, une équation cyclique, telle que (8.), peut aussl étre
remplacée par le systéme de deux équations scalaires :

)i = ab )W
(9)
(2= ab)(],

c’est-a-dire par un systéme d’équations écrites en coordonnées
symétriques.

Nous allons maintenant établir diverses formules de réduction
entre produits cycliques de deux vecteurs, montrant aussl
leur lien avec le produit intéiieur.

Ainsi le produit polaire de deux orientantes 8 pour expression:

4 . s
a—-b)cod= (ab ']1]2 Jied . ji o)
VAR
se développant en :
2 |ab)led  figs cd
[/1/2l* | ab W JaJe Tade W Jrle
donc : '

avb)(cvd:-—ab)(cd—}—%((lxb)'(cxd). (10)

En particulier, I'équation : a_ b )(c_d = 0 exprime en
oénéral que les bissectrices des couples ab et cd se bissectent
mutuellement.

Une autre expression a considérer est :

2
ac b)ed=-——=ab.jj,.cd=—ab)c-d.

Une telle expression, fonction linéaire de a _ b comme de c_d,
est un produit particulier entre ces orientantes; c’est ce que
nous allons retrouver ci-aprés. Remarquons d’abord que l'ex-
pression s’écrit aussi :

. 2
[717]

(ab . cd ) j,j, = — t(ab . cd)*

c’est-a-dire qu’elle représente & un facteur prés l'invariant
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intérieur du jacobien de ab et c¢d. Donc I’équation :

(ab . cd)x =0
signifie que les couples ab et c¢d ont mémes bissectrices.
Or le jacobien de a_b et c¢_d représente évidemment 1,7
affecté d’un certain coefficient : si celui-ci était nul, ab et cd
auraient encore mémes bissectrices, d’ou :

acb.c—d=lab.cd) <], .

On détermine le coefficient A en considérant en particulier :

.2 .2 ; gy <
J I =M g,
ce qui donne :

1
A —
2 3
d’ou la formule:
| a_b.c_d= ——%(azh.cd)lej2 (11)

et par suite aussi, en substituant le produit intéiieur au pro-
duit algébrique :

(@—b.c_d = —(ab.cd™ (12)
. _[ac]b><d~l— [bd]a < ¢
— g
done :
a—b)ed=—ab)lced=1tlacb.c_d (13)

ce qui est bien, comme nous ’avons annoncé, une fonction
linéaire d’un produit entre a _ b et ¢ _ d, donc un nouveau pro-
duit entre ces formes

REMARQUE. — Nous avons, dans ce qui précéde, employé
autant que possible des symboles d’opération; on est parfois
amené & leur substituer des symboles fonctionnels. Ainsi, prendre
Porientante de ab peut étre représenté par :

a_b = 0O,ab
de sorte que 'orientante de cette nouvelle forme serait :

Oyla = b = 0,0, (ab = OF(ab .
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On vérifie du reste que 'on a :

4 1 : 1) 2
@ﬁwzzuﬂxmwuw&+wwum9

done:
Of(ab = O,(ab

ce que 'on peut roter .
15 (3 i (9
O, = O,

et permet évidemment le calenl des puissances suivantes de
Popération O,.
Crapirre I1I.
LExtension du produit cycligue au cas de n vecteurs.
Nous définirons comme produit cyclique de n vecteurs a, b, c. .1
I’expression :

A n 1 L : 7. 72 N TRy ¢ AR /')
fW=a_bocool=—(")00— ")) o
[71/2]

ou on a poseé :
| N = abe ... 1.

Cette forme, ou orientante de la forme initiale, est, elle aussi,
algébrique et de degré n, mais ne dépend que de deux unités,
par exemple j; et jy; elle est en effet apolaire & tout produit :

pr (p=12...,n—1

et I’est aussi a la forme initiale f). On peut encore ’écrire
sous forme d’un jacobien généralisé :

Iz (n ‘n—1 - o P Y
f*i) — ,lf( ) .]f‘ A .]f ]Z e ]1]: 1 (2)

le coefficient 6, pouvant se déterminer par le calcul de j=, par
exemple, ce qui donne
0 — C‘:z C?z C:i——l (3)

n nin—1)

[7172] 2

le numérateur étant le produit des coefficients du bindme.
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