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APPLICATION DES METHODES DE H. GRASSMANN
A LA GEOMETRIE METRIQUE DU PLAN

PAR

P.-C. DeLENs (Le Havre).

St H. Grassmann a pensé établir, dans son « Ausdehnungs-
lehre » un instrument de calcul géométrique d’une portée uni-
verselle, les éditeurs mémes de ses ceuvres n’ont pas manqué
de rappeler & ses disciples qu’un tel espoir leur semblait vain :
le réve de Leibnitz, le commencement de réalisation qu’il recut
de Grassmann, seraient trop ambitieux et il faudrait se contenter
d’algorithmes spéciaux, propres a traduire les opérations a
Pintérieur de certains groupes! Si juste que puisse étre cette
réserve, nous craignons qu’elle n’ait contribué a faire apparaitre
le calcul géométrique comme un ensemble de recettes particu-
liéres bien isolées les unes des autres, et par suite sans grande
généralite.

En fait, dans beaucoup des applications qu’on a publiées, la
méthode de Grassmann a manqué de souplesse : puissante pour
les grandes constructions théoriques, elle n’a pas toujours
atteint le but que lui assignait Leibnitz « donner en méme temps
la solution et la construction et la démonstration géométrique,
le tout d’une maniére naturelle et par une analyse — c’est-a-
dire par des voies déterminées». Mais nous croyons encore
possible, suivant le plan de Grassmann, d’aérer quelque peu
I’édifice en abattant quelques-unes des cloisons étanches qui
en séparent les diverses parties.

Le travail que nous publions ici a pour objet la géométrie
métrique du plan : nous y reprenons le produit intérieur avec
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’extension que lui avait donnée Grassmann dans un essai fort
discuté et peu compris, et y adjoignons ce produl complexe
également signalé par l'auteur de D« Ausdehnungslehre », sans
qu'il en ait fait d’applications. Ces deux produits étant d éduits
et rapprochés naturellement du produit algébrique comme du
produit combinatoire ou exiérieur, I'algébre de la géométrie
métrique est bien contenue dans celle de la géométrie projective.
Nous pensons établir, en outre — et malgré que la brieveté de
cet exposé le rende incomplet — qu’il est désormais possible de
décrire et de noter simplement les constructions de la géométrie
élémentaire, y compris celles de cette géométrie du plan complexe
qui s’apparente si étroitement & la théorie des fonctions et de
former, en somme, pour chaque configuration, I'identité algé-
brique qui la traduit.

Dans toute étude de ce genre se pose encore la question de
notations : quoique nous efforcant & des notations complétes
et uniformes, nous ne croyons guére possible de ne pas user
d’abréviations et d’enlever au lecteur le béméfice de toute
attention: le contexte suffira sans doute & lever toute incerti-
tude. En outre, quand aucune confusion ne sera a craindre,
nous supprimerons souvent les symboles opératoires.

CHAPITRE PREMIER.
Géométrie projective du domaine binaire.

Entre deux éléments a et b d’un tel domaine, Grassmann a
défini les produits suivants :

algébrique ab = ba
extérieur [ab] = — [ba]
que nous écrirons encore : ab = — ba et aussi : a.b = —b.a.

Tandis que le produit extérieur de deux éléments dépend de
2(2 — 1 ‘1t I \ . . . , .
_L2_l = 1 unité, ¢’est-a-dire est scalaire, le produit algébrique

2(2 + 1)
2

dépend de = 3 unités. Un tel produit, ou forme géomé-

trique quadratique, appartient donc & un nouveau systéme
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linéaire, dans lequel on peut définir de nouveaux produits.
Nous nous intéresserons & quelques-uns d’entre eux en indiquant
leur construction a partir des éléments initiaux du domaine
binaire.

O peut, en particulier, prendre comme unités du 2me ordre
trois carrés algébriques, soit a2, b2, ¢, et se contenter de définir
les opérations sur de tels carrés. Entre les éléments du 2me ordre
nous envisagerons les produits :

polaire? a? (02 = 0% a® = [ab]?

Jjacobien a?. b= — b2, a® = [ab]ab
qui, étendus & des formes plus générales :
f(z) =34 g(2) = 34
s’écrivent symboliquement :
@\ D @ D a2
s =g )1 =I[fs]
@ @ @ A _ ~
78T =—=8". " =Ifslfg .

Le premier nous raméne aux scalaires; le nom que nous lui

. donnons se justifie par le fait que quand I'invariant [fg]* est

nul, les deux formes f(2) et g(? sont dites apolaires.

Le second n’est qu’une fonction linéaire d’un produit exté-
rieur dans le systéme des éléments du 2me ordre. Comme [fg]
symbolise un scalaire, on voit que ce produit est de nouveau
une forme quadratique, & savoir la jacobienne des formes f®
et g,

Sinous ajoutons que toute forme quadratique peut se ramener
& un produit algébrique de deux éléments, distincts ou confondus,
ses deux points-racines, on voit que I’équation caractérisant
ces racines n’est autre que :

ab )( x® = [ax][bx] = 0 .

! Les nécessités d’impression ont substitué au symbole choisi pour le produit polaire :
deux parenthises entrecroisées — souvent employées dans un sens analogue dans la théorie
des formes — celui du texte, ol les parenthéses sont juxtaposées. (Note de Uauteur.)
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Enfin, notons que trois carrés algébriques donnent lieu au
produit :

jacobien (a?. b2 ) ¢? = [ab][ac][bc] = — [ab] [[)(][aa]
que nous écrirons encore :
[a®. b2. (7] ou a?. b%. c?

qui n'est autre qu’un produit extérieur entre éléments du 2me
ordre, et est de nouveau un scalaire. Il s’ensuit immeédiatement
la définition du produit plus général :

[/'(2). gQ km] = X a“. b?. 02] .

Rappelons encore que la 1¥e polaire d’un élément du 1€t ordre
m par rapport & une forme quadratique est obtenue par :

Ak ) m = P m = X[am]a
et a par suite, pour équation :

]"(2) ) max = [(/'(2). m)x] = Zlam][ax] = 0 .

Les opérations que nous venons d’énoncer sont familieres &
tcus ceux qui connaissent la théorie des formes algébriques,
quel que soit le procédé par lequel on les expose'. Notre bhut
n’est pas de reprendre toute cette théorie en nous contentant
de changer quelques notatiors; nous devons cependant pour
plus de clarté, envisager rapidement le systeme des produits
et formes algébriques d’ordre n.

On obtient une telle forme comme produit algébrique de n
éléments du 1er ordre, ou points, ou comme somme de tels pro-
duits; une forme d’ordre 7 peut aussi se ramener a la somme de
n-+1 puissances algébriques nmes, linéairement indépendantes,
et qu’on peut choisir comme unités du systéme linéaire. Nous
poserons encore

/v(n) — ¥ gl
pour la forme d’équation :

/

/'( nj )( .7.']1 — E[aa‘]ll — 0

1 Cf. par exemple J. H. Grace and A. YouNa. The Algebra of Invariants.

L’Enscignement mathém., 23¢ anndée; 1923. 3
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et définirons le produit :
jacobien généralisé [N gn) p(0) - — wano4noon
avec :
a. b = [ab]a" "t = B[ab]a? 2

a®. b". " = X[ab) [cL’c°]2cz'2"—[*cn_2 , etc.

produits qui représentent successivement des formes d’ordres :
2(n — 1) 3(n—2) ... etc.

de sorte que le produit jacobien de n41 formes d’ordre 7 est

une forme d’ordre (n—+1) (n — n) = 0, c¢’est-a-dire est scalaire.

A partir d’une forme d’ordre n, f(*), et d’un peint m on définit
les différentes polaires du point, a savois

1re polaire i Jom =" = X [am]a"!

pme polaire f('” ) mP = /'("){D mP — Z[am]f «* P p<n
c’est-a-dire la forme d’ordre n — p qui a pour équation

/'(”) JomP " TP = E[a/n]P[ax]”"—p = 0

invariant polaire f(”_) ) m" = f(")flmn = X[am]"

Sur ce type est basée 'opération plus générale de transvection
entre deux formes d’ordres n et n', f et g*) dont ie pme
transvectant a pour expression -

k(n-{-n’——ﬂp) —_ f(n).pg(n’) — E[ab]p a P [)n’—p
et pour équation :
ROETZER) (= — B a]P [ax] P [ha)? P = 0

Nous n’envisagerons pas ici les autres opérations invariantes
possibles; on peut du reste .es construire toutes comme les p1é-
cédentes au moyen de produits entre les formes lacunaires de
Grassmann. Dans celles que nous avons considérées, avec quelque
apparence de diversité dans les symboles, notons que nous avons
employé le signe # entie deux produits algébriques pour exprimer
que p éléments du 1¢r ordre du premier produit formaient avec
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p éléments analogues du second une combinaison scalaire sur
le modéle du produit polaire, tandis que nous avons réserveé
le symbole )( de ce produit pour le cas ou tous les éléments d’une
des formes au moins entraient dans un tel produit.

En dehors des méthodes de Grassmann, Hamilton, ou de
leurs disciples, la théorie des formes n’a guére considéré les
opérateurs linéaires . homographies ou réciprocités, symboles
de transformations quadratiques, etc. Il ne nous semble pas
nécessaire de les traiter dans cette introduction.

CaapriTre II.

Géométrie métrique des vecteurs du plan :
produits de deux vecteurs.

Ce sont les points de la droite de I'infini du plan qu’on repré-
sente par les vecteurs. Les opérations de la géométrie métrique
peuvent se définiv & partir des seuls vecteurs réels, mais il est
plus direct d’introduire dés le début des élements imaginaires,
A savoir les vecteurs isotropes (points cycliques) du plan.

Tandis que nous représenterons par u et ¢ deux vecteurs
¢gaux (que nous dirons unitaires) et rectangulaires, les vecteurs
isotropes seront désignes par :

Ji=u + v Jg = & ~— 1¥ (L:‘V—l)

Le produit intérieur de deux vecteurs a, b est des lors défini
par le produit polaire suivant* :

¢ b= ab ) Jyjy = L] Tl "

Comme :

Jijs = w¥ A+ v7
il peut aussi s’écrire, comme ’on sait :

a < b= ab )« 4+ v?) = [au][bu] + [av][bv] . (2)

1 Cf. R. MEnMKE. Vorlesungen @ber Punkt und Vektorenrechnung, I,.l, p- 289.
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Ses propriétés sont bien connues: nous rappellerons cependant
qu’en conséquence de la définition, on a :

2 2
X — X —
I = ]2 =0

et qu'un tel produit étant scalaire, on pose souvent, pour sim-
plifier les calculs :

1.
= 5 (J1 > ja) o]

’homogénéité rompue pouvant ensuite étre rétablic au moyen

A ’ cq 7 . . % a >< /I
de la méme égalité (ce quirevient a caleuler avee T

Il><

Tendis que le produit algébrique de deux vecteurs ne s'an-
nule qu’avec I'un de ses facteurs, il n’en est plus de méme pour
le produit intérieur. Il sera aussi toujours possible de résoudie
une équation intérieure :

-+ x>2< —=axb
Supposons, par exemple, a><b positif; I'équation peut s’écrire:
) 11 = ab ) ji
et la division par j,j, est possible et donne :
x? = ab + M
A, et 2, étant deux paramétres indéterminés; ou encore:

22 — b (modules ]f, jj)

c’est-a-dire qu’on est ramené a une dguivalence algébrique;
nous utiliserons & plusieurs reprises ce mode de solution; si on
veut poursuivre jusqu’au bout, il faut écrire :

2 2

22 ) = (ab + A 4 N =0

équation scalaire de condition entre 1, et ,.
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Ce produit intérieur de deux vecteurs aurait aussi pu étre

défini par :
2 2
.]1 ° ./2
a X b = ((/))( s
[J1J2]

et pour plus de deux vecteurs on pourrait ainsi envisager diverses
extensions du produit intérieur : mais aucune n’a semblé jus-
quici g'imposer avec quelque utilité.

Arrivons 4 ce que Grassmann a appelé produit complexe de
deux vecteurs, défini du reste seulement par des lois formelles.
Non sans quelque hésitation, & cause des nombreuses acceptions
du mot complexe, nous proposerons de substituer au terme usité
par Grassmann celui de produit cyclique.

Entre deux vecteurs, nous définirons ce produit par Pex-
pression :

1 . o
a~— b = TN ((a/) 1 ]:)'/f — (ab ) ]i>]:> (4)
1/2
qui peut encore s’écrire :
2 .. -
a“b:ma[)-]1]2. (D)
J1
En effet, 'on a :
iy

JiJ2 — E/_zj
et :

g . 1 o .
ab . (f2 . i) =5 ((ab ) o2 — (ab) (F)]3) -

Pour développer a_ b sous la forme (H), il est commode
d’employer la relation identique entre les quatre formes aj,,

jy, fyy by |
[/ 0072 — [ajo)bfy = [bjilajy — [bfa] ey - (6)

On voit aussitot que :
Ji~Jjs =0

et que le produit cyclique de deux vecteurs est une nouvelle
forme quadratique, mais dépendant seulement de deux unités,

par exemple jZ et j-; cette forme est en effet toujours apo-




N R N

38 P.-C. DELENS
laire (conjuguée) d’une part a j,j,, d’autre part a la forme pri-
mitive, en vertu de:

ab . jijy - JiJy = 0

ab . JiJs - ab

|

Le produit cyclique de deux vecteurs représente donc le
systeme des bissectrices du produit algébrique, avec un coeffi-

cient approprié. Nous dirons encore que a _ b est Vorientante
de ab.

On a évidemment :

2

u— = [Tlv]u” (w4 vE) = uv
. ,
o — — ruy
donc :
2 2 ¥ f
u— 4+ v~ = 0 ainsi que : (7)
U_yv=—=v_u

soit les régles énoncées par Grassmann.

Remarquons encore qu’d Uexception du produit j, _j,, le pro-
duit cyclique ne s’annule qu’avec I'un de ses facteurs, et aussi
qu’on peut toujours satisfaire a I’équation :

x> = a_b ou : (8)

2. Jijy = ab . j,j,
La division par j,j, est en effet possible et donne :

x? = ab + Aj,j,
ou :

x? = ab (module 7, /,)

ce qui montre qu’a une équation cyclique (entre produits
cycliques), on peut faire correspondre une équivalence ou con-
gruence suivant le modulé j,j,.

Quant au facteur indéterminé 2, sa valeur résulte de :

2

2
22 ) = (ab+ Aj,j, )( = 0.
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Enfin, une équation cyclique, telle que (8.), peut aussl étre
remplacée par le systéme de deux équations scalaires :

)i = ab )W
(9)
(2= ab)(],

c’est-a-dire par un systéme d’équations écrites en coordonnées
symétriques.

Nous allons maintenant établir diverses formules de réduction
entre produits cycliques de deux vecteurs, montrant aussl
leur lien avec le produit intéiieur.

Ainsi le produit polaire de deux orientantes 8 pour expression:

4 . s
a—-b)cod= (ab ']1]2 Jied . ji o)
VAR
se développant en :
2 |ab)led  figs cd
[/1/2l* | ab W JaJe Tade W Jrle
donc : '

avb)(cvd:-—ab)(cd—}—%((lxb)'(cxd). (10)

En particulier, I'équation : a_ b )(c_d = 0 exprime en
oénéral que les bissectrices des couples ab et cd se bissectent
mutuellement.

Une autre expression a considérer est :

2
ac b)ed=-——=ab.jj,.cd=—ab)c-d.

Une telle expression, fonction linéaire de a _ b comme de c_d,
est un produit particulier entre ces orientantes; c’est ce que
nous allons retrouver ci-aprés. Remarquons d’abord que l'ex-
pression s’écrit aussi :

. 2
[717]

(ab . cd ) j,j, = — t(ab . cd)*

c’est-a-dire qu’elle représente & un facteur prés l'invariant
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intérieur du jacobien de ab et c¢d. Donc I’équation :

(ab . cd)x =0
signifie que les couples ab et c¢d ont mémes bissectrices.
Or le jacobien de a_b et c¢_d représente évidemment 1,7
affecté d’un certain coefficient : si celui-ci était nul, ab et cd
auraient encore mémes bissectrices, d’ou :

acb.c—d=lab.cd) <], .

On détermine le coefficient A en considérant en particulier :

.2 .2 ; gy <
J I =M g,
ce qui donne :

1
A —
2 3
d’ou la formule:
| a_b.c_d= ——%(azh.cd)lej2 (11)

et par suite aussi, en substituant le produit intéiieur au pro-
duit algébrique :

(@—b.c_d = —(ab.cd™ (12)
. _[ac]b><d~l— [bd]a < ¢
— g
done :
a—b)ed=—ab)lced=1tlacb.c_d (13)

ce qui est bien, comme nous ’avons annoncé, une fonction
linéaire d’un produit entre a _ b et ¢ _ d, donc un nouveau pro-
duit entre ces formes

REMARQUE. — Nous avons, dans ce qui précéde, employé
autant que possible des symboles d’opération; on est parfois
amené & leur substituer des symboles fonctionnels. Ainsi, prendre
Porientante de ab peut étre représenté par :

a_b = 0O,ab
de sorte que 'orientante de cette nouvelle forme serait :

Oyla = b = 0,0, (ab = OF(ab .
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On vérifie du reste que 'on a :

4 1 : 1) 2
@ﬁwzzuﬂxmwuw&+wwum9

done:
Of(ab = O,(ab

ce que 'on peut roter .
15 (3 i (9
O, = O,

et permet évidemment le calenl des puissances suivantes de
Popération O,.
Crapirre I1I.
LExtension du produit cycligue au cas de n vecteurs.
Nous définirons comme produit cyclique de n vecteurs a, b, c. .1
I’expression :

A n 1 L : 7. 72 N TRy ¢ AR /')
fW=a_bocool=—(")00— ")) o
[71/2]

ou on a poseé :
| N = abe ... 1.

Cette forme, ou orientante de la forme initiale, est, elle aussi,
algébrique et de degré n, mais ne dépend que de deux unités,
par exemple j; et jy; elle est en effet apolaire & tout produit :

pr (p=12...,n—1

et I’est aussi a la forme initiale f). On peut encore ’écrire
sous forme d’un jacobien généralisé :

Iz (n ‘n—1 - o P Y
f*i) — ,lf( ) .]f‘ A .]f ]Z e ]1]: 1 (2)

le coefficient 6, pouvant se déterminer par le calcul de j=, par
exemple, ce qui donne
0 — C‘:z C?z C:i——l (3)

n nin—1)

[7172] 2

le numérateur étant le produit des coefficients du bindme.
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Comme pour le produit cyclique de deux vecteurs, on peut
toujours résoudre ’équation bindme :

x> = f(z’) (4)
soit en la ramenant a I’équivalence :
2 = O T e g
que nous écrirons de maniére abrégée :
" = " (module j,j) (5]

puis déterminant les coefficients X parla condition que le premier
membre soit une puissance n™me parfaite ; soit encore en la rem-
placant par le systéme d’équations simultanées :

2 )= )

| (6]
2N =

Il résulte des considérations précédentes que les formes :
f(") of f(n) + A /s g(n—2)

sont équivalentes pour le produit cyclique, quelle que soit la
forme g(*=2) et aussi que les n solutions de I’équation bindme
forment le faisceau régulier de n vecteurs que représente ’orien-
tante f(), faisceau apolaire au couple isotrope j,J,.

On voit encore que les seuls produits cycliques qui sont nuls
sans qu'un de leurs facteurs du premier ordre s’annule sont ceux
qui admettent comme facteur (du second ordre) j, —j,. Clest
Laguerre qui a introduit la notion d’orientation (relative a un
axe de repere u) d’'un faisceau de directions; G. Humbert a
désigné sous ce nom, pour la forme abe...l le coefficient :

abe .. L)(jr .0, .. &,
(];l ga b :l

__1n
( ) abe ... 1

~—

en coordonnées symétriques :
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Nous pouvons sans inconvénient modifier la définition de
Humbert en négligeant le facteur (1), de sorte que I’o1ienta-

tion sera définie par
/'(n) ( 147
Nl o)
AT

qui est le coefficient essentiel d’une orientante, d’équation :
Uf — (oj: i 2" =10 .

Les propriétés des orientations résulteront donc immeédiate-
ment de celles des orientantes, ¢’est-a-dire du produit cychique.
Il est évident que celui-ci est commubtbatif, mais il nous reste a

‘montrer ce qu’on pourra considérer comme la propriéité asso-
ciative du produit, bien que cette propriété soit toute autre que
celle qu’on considére dans les systemes numériques complexes;
le méme cas se présente déja, du rzste, pour le produit extérieur
de Grassmann.

Nous allons établir que si une forme f*) est le produit algé-
brique de formes d’ordre moindre, telles que g), Porientante
/%) est un produit des orientantes g® et pour le produit ainsi
défini nous conserverons le signe _ du produit cyclique.

Nous remarquerons d’abord que si deux formes orientantes :

(P) — ¢ P — a i?

a = %] %y

) = aff + o)
différent par le signe du coefficient de j%, c’est-a-dire ont des
orientations opposées, la seconde est fonction linéaire de la

premiére — et inversement — le symbole de cette fonction ne
dépendant pas de la forme considérée.

En effet : _
alPV (P = o (1)
alP) (P = — o[/,
dong : .
, 1 - D
0 = (@) ) ) — (— PP ) ) = Qa8

/17207
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Supposons maintenant :

/'("),: 8([’) pla) (p + g = n)

e ) , .
2" = = 50 — o, /7

. (p) ) )
[P s~ = Yl./f — Yglf
. g (D) . .
(gl k=" = jT — = j1
avey
o= 0= PR () = i,
Pa = Y2 g
dong :

R %) o T
[ 7= =yl i — y,i8 0,57 .
Le second membre est de la forme :

1
A, B, — A2B2 — ?[(Al - A2)(Bl + B2) =+ (Bl - Bz)<A1 + Az)]

done :
(n) 1 (r) A (9) (7) A (r) (p) (9)

et comme on a vu en méme temps :

Lo U ¢ B |

%1 Y1 "

Porientation de f*) est aussi le produit des orientations de
g(}’) et hl9).

REMARQUE. — L’opération linéaire @&, précédemment em-
ployée sur une orientante est reliée simplement & Popération
O, qui donne l'orientante d’une forme d’ordre p- On a, en effet,
quelle que soit la parité de p :

e
0, = A,
mais si p est pair, on a plus simplement :

O, =Qa

P p’




GEOMETRIE METRIQUE DU PLAN 45

CuariTrE IV.

Les similitudes vectorielles* du plan et leur produit fonctionnel.
Isomorphisme de ce produit et du produit cyclique des vecteurs.

On désigne sous le nom de similitudes vectorielles les homo-
graphies du plan qui, appliquées & un vecteur, le font tourner
d’un angle défini et altérent en outre sa longueur dans un rap-
port déterminé. Comme il est bien connu, ces similitudes ont
fourni la premlere representamon géométrique des nombres

complexes. Nous noterons ici par )~ 1 opérateur qui, appliqué a

a, le transforme en b par une operatlon de la nature indiquée,
done :

I(la = )I—)(a — P , (1)

a
Si on définit en particulier 'opération identique U (qu'on se

contente en général d’écrire 1), et le verseur droit 7, toute autre
similitude J€ peut s’écrire sous la forme :

IJC = U + wd (2)
¢’est-a-dire que :
ICa = 2 Uia + pI(a
quel que soit a.

Nous rappelons encore que le produit fonctionnel ou séquence
de deux opérateurs JC et JC est défini par :

IC1IC (3)

de sorte que nous utiliserons pour lut le méme symbole (¢’est-a-
dire la demi-parenthése gue nous employons augst pour séparer
Iopérateur de 'objet).

Les similitudes du plan formant un systéme linéaire & deux

1 Cf. C. BuraLi-Forti et . MarcoLonao, Anatyse vectorielle giéndrale, I. Transformations
linéaires, p. 47.
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unités: U, 7, on sait qu’elles satisfont & I’équation fondamen-
tale de Hamilton-Cayley :

I — 2400 +8 =0 (4)
ou :
I — 2a0CAU + U = 0
Les coefficients « et 8 de cette équation étant donnés par®:
2afab] = 2[ICU][ab] = [Ja . b] + [a . ID]
S
Blab] = IC"[ab] = [JCa . HCH] . i

Le produit fonctionnel des opérateurs étant associatif, on peut
déduire toutes ses propriétés de I’équation de Hamilton-Cayley
relative & g, & savoir :

5% UC = o (6)
a laquelle il convient de joindre :

JU =UI =9 . (6)

Soit u un vecteur unitaire, ¢ un vecteur unitaire perpendicu-
laire. Avec la notation indiquée, on a :

done :

' wl v v/ u
( >—<)~ = )_<)_“
U u u u
équations qu’on peut rapprocher de celles qui sont & la base du
produit cyclique des vecteurs:

; uf/—}—vi__—_ﬂ 8)

U v —v _u

et qfi montrent I'isomorphisme des deux produits soumis aux
mémes lois formelles. Mais cet isomorphisme est ici trés intime,

1 Cf. R. MEHMKE. Vorlesungen itber Punkt und Vektorenrechnung, 1, 1, p. 320.
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en ce sens que les produits précédents peuvent en somme «se
substituer U'un & Uautre en toule proportion ».

Nous commencerons cependant par montrer que l'orientante
d’une forme est bien définie indépendamment de toute direc-
tion de repére, malgré qu’il y figure les vecteurs isotropes j, et
7, définis & partir de u et ¢.

Soit en effet:

uw = cosou + singy
v/ == — sinou - cos gy .
Posons:
j; = u + v /; = u —
On voit que:
]; = ¥} ]; = ¢'¥; .

On savait bien que l'ombilicale était indépendante de toute
rotation des axes, c¢’est-a-dire:

., .’

.]1.]2 = jl i‘Z ‘

On voit en outre qu’on a aussi:

1
e (/(n) )( j:)/f _ (f(”) Y jil) ;l
(/1] ( ” .
= ———((F" )3 — (i
[/,7,] ( )

¢’est-a-dire que les produits cycliques sont bien définis de facon
absolue.
Soit maintenant une forme:

) = abe ... 1

évidemment indifférente a I'effet de ’opération identique U sur
un de ses facteurs; il en sera de méme de son orientante.

Agissons ensuite avec le verseur droit & sur un des facteurs de
f), a par exemple, et voyons I’effet produit sur I’orientante. Il
est évidemment permis de supposer a unitaire, et par suite de
supposer a identique au vecteur u a partir duquel nous avons
construit la forme orientante. .
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Alors:
[ajy] = — t[aTa] [a),] = t[aTd]

et apres la rotation:
[Ja . j,] = [Ja . a] [Ja . ] = [Ja . a]
[Ja . jo] = — [ajy] [Ja . ] = ]

Par suite, si:

a_bo_c.._1_- cplj;‘ ——cp2]';L (9)
Ja_bo_c..o | =— L[cpljf—}«cp?/':; . (10)

Quel que soit le facteur de j) sur lequel on aurait opéré, on
serait arrivé au méme résultat, ce qui montre que opération
J est permutable avec les facteurs du produit cyclique; comme
celo a lieu aussi pour la multiplication par un nombre ot Popé-
ratior U, cela est général pour toute similitude J¢, et on pourrs
écrire:

Hiabo ...ol=ab_c.._l=..—=ac_b.._Je (11)

En particulier si:

n
a_b.,.B_l—x—

on aura.:

n

l ~ 1 1 !
JCixl = ((7(3(” T) — JC(” a . [fe(” ' S 56(” [
c’est-a-dire que Deffet de Popération JC sur une orientante peut

étre réparti uniformément sur tous les facteurs de celle-ci, et
1

ceci quelle que soit la détermination prise pour JC(" ; eutrement
dit, faire subir la rotation ¢ & un facteur d’un produit f revient

N % : " 0
a faire tourner Poricntante de cette forme de I’angle =,

Demeéme, si des similitudes JC, IC, ... ete. ont opéré sur divers
émélents de (), le résultat réalisé sur Porientante pourra sim-

nlement §’écrire:
. ICK(olab ... L.

Soit maintenant une équation cyclique:

a_beoe ...l —=a_b.._1LU.
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Dans ce systéme, la division par a' est possible * au second
membre, donc au premier, et donne:

)avl) ./..vl O &
a

qu’on peut encore écrire:

a
=

a

(becocl=10bce ol

Et comme on peut du reste faire apparaitre au second membre
un facteur quelconque u, en écrivant par exemple:

o1 pourra en général diviser les deux membres d’une équation
cyclique par tel facteur qu’on voudra, en susbtituant ainsi &
chaque fois une similitude & un vecteur; de méme qu’on pourra
s’arréter apreés un certain nombre de ces opérations, ayant ainsi
ramené l’équation:
acb....ol=a 0.._ 10U
a une forme:
pPeqger=poqgr

par exemple.

On pourra également faire les opérations inverses en multi-
pliant par des vecteurs. Il n’y a donc qu’une différence d’inter-
prétation entre les équations entre orientantes et celles entre
similitudes; on voit en outre que de nombreuses opérations
intermédiaires sont possibles, qui donnent facilement autant
d’énoncés géométriques.

Remarquons encore que l'orientante d’un vecteur est ce
vecteur lui-méme et qu’on peut pousser les divisions par des
vecteurs dans le systeme du produit cyclique au dela des simili-
tudes et envisager des opérateurs tels que:

! Pai déja employé cette méthode dans un cas particulier. Enseignement mathématique,
XX11, 3.

[’Enseignement mathém,, 23 année; 1923, 4
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qui, agissant sur un produit de n -~ 1 facteurs, redonnent un

vecteur, soit:
! 1

)a / l(a'v U e e e 0 = 1,
s B iia ws

Nous verrons un peu plus tard comment on peut transformer
ces opérateurs.

ReMARQUE. Nous avons, chemin faisant, remarqué que l'opé-
ration J, appliquée & une orientante:

723 (374
la transformait en:
— e+ 9,0 .

Ceci donne un sens plus précis aux opérations @, précédem-

ment emplovées:
Py €L = (12)

n

et montre que 'opération &, est indépendante de son indice n.
En outre, la formule fondamentale (9) ch. III, devient:

)

t ¢, (p), ,(9) (9) ,, (p) (p) (9)
_—‘z—(gVth +thgV> = g% L b . (13)

CHAPITRE V

Nouveaux développements sur les similitudes. Anti-similitudes
et affinités.

On sait qu’a une similitude:
I = U + pJ

on peut adjoindre la similitude conjuguée :

KIC = I = U — ud

qui a méme équation fondamentale que J¢, comme cela résulte
de 1’égalité des invariants:

[UIC) = [UIC] = &
= JC = 3 4 p? (norme de JC)
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invariants qui sont aussi donnés par:

si on accepte de représenter par 1 I'opération identique.
Supposons maintenant:

JC = )ﬁ 5—6 = —b:< )ﬁ
a 2 b
<
donec :
2
>
gt = Lo (1)

2
<

Puis, comme :
b = Ia = ra + pJa

2

aX>x b —= N
On trouve d’autre part:
2 2 3{ 2 f/
b I)X)a _)axb + b a __axb 2)

a b a

ce qui donne la relation identique entre les trois orientantes
al,a_ b, b:

2 2 2 2

b7 —2axbac b+ b<a =0 (3)

qui n’est qu’une autre forme de la relation fondamentale &
laquelle satistait JC:

2

2
b~ a>xb b h<
a~” < <

A coté des similitudes, qui transforment une figure en une
autre directement semblable, nous allons étudier les anti-simi-
litudes (comprenant les anti-rotations), transformant une figure
en une autre inversement semblable.
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Il est pour cela commode d’introduire la notion de vecteur
inverse d’un vecteur donné, que nous définirons et représen-

terons ici par:

— X
X = ——

2
.’l'><
et Inversement:
x
xrx == — .
2
s
La similitude conjuguée de:
b
I = —
a
sera alors:
=
I =)

‘[“_;_ .

Supposons maintenant que des vecteurs a, = soient transfor-
més par une anti-similitude € en vecteurs b, y. On doit avoir:

donc:

et le numérateur pourrait du reste s’abréger én e=. Il serait facile
de montrer que la séquence de deux anti-similitudes est une
similitude, comme de calculer les invariants de ces opérateurs.
Mais nous n’avons la que des cas particuliers des homographies
vectorielles du plan, ou affinités.

Nous allons montrer que, réciproquement, toute affinité
plane peut-étre décomposée en la somme d’une similitude et
d’une anti-similitude. Nous rappelons & ce sujet qu’une homo-
graphie vectorielle, mise sous forme d’un rapport extensif, peut
étre transformée en une forme dyadique, c’est-a-dire en une
somme de dyades.

Soit:

A = 3 b, E%
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une telle dyade qui, par définition, transforme un vecteur z de la
maniére suivante:

1l nous suffira évidemment de faire la démonstration indiquée
sur la dyade &. Or on peut écrire:

2@1:{/),5—{—5/},5(1%—4—{/),E—J/),-JE%. (6)

Le premier opérateur

Lo, a+ b, Jal

transforme les vecteurs a et Ja respectivement en b et Jb. Cest
donc une similitude:

_ _ b, Jb b
M2 — ! . —_— ’ J—
LA__§I),a-|—Jl),Ja§__————a’ T =)

Qe

Le second opérateur
| th,a— b, Ja|

transforme a et Ja en b et — Jb; ¢’est donc bien Panti-similitude
¢ précédemment définie, donc:

A :%(/JCJH:E)

décomposition aussi remarquable pour les propriétés métriques
que la décomposition en parties symétrique et gauche pour les
propriétés affines.

On définirait aussi simplement des opérateurs non-linéaires
réalisant l'inversion et la sym-inversion (inversion symétrique),
qui, par leurs séquences, reproduisent les similitudes directes et
inverses. Nous les formerons directement dans les applications
quand ils nous seront utiles.

REMARQUE. — Une anti-similitude est une transformation
ivolutive, qui coincide avec sa conjuguée, et dont I’équation
fondamentale est:

B = — g
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Quels que soient les vecteurs a et b, on a:

La < Db — aa < b
) 2
et nous pouvons écrire la constante « sous la forme 2, donc:

2
Ra < Bb =T axb . (7)

On voit immédiatement que:
R = — g (8)

2
Pour une similitude, au contraire, en définissant J€ par:
2
Ja < Jb = 5 a < b (9)
on aurait:

g0 = g . 10}

Ces relations (8) et (10) expriment toutes deux que l’homo-
graphie considérée est telle que le produit (A est un opérateur
numérique *.

Ajoutons, en ce qui concerne les homographies A, 3 que la
relation fondamentale n’est qu’un cas particulier de I’équation:

%(a(az, + B(A) — [UBTL — [UAQIB + [ABIU = 0 (1)

identité entre cinq homographies vectorielles du plan.
Pour les similitudes ou anti-similitudes, on peut remplacer les

coefficients de cette équation par des expressions telles que AL < &
défini par:

20 < Blax<x b= (Aax Bb) + (ALb < RBa) . (12)

1 Cf. C. BuraLI-ForTt et R. MARCOLONGO. Analyse vectorielle générale, I. Transforma-
tions linéaires, p. 47.
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CuAPITRE VI

Extension du produit intérieur aux points et segments. Systéme
linéaire des cercles du plan.

Nous avons la encore besoin de quelques notions de calcul
géométrique pour écrire les relations projectives entre les divers
éléments du plan: points, segments (droites), et leurs produits
algébriques. Nous allons trés briévement citer l'indispensable
pour préciser nos notations.

Les points du plan — y compris les vecteurs — dépendent
linéairement de trois unités. Par le produit extérieur, on définit:

[ab] = — [ba]

(ou encore ab ou a.b), qui n’est plus ici un scalaire, mais un
nouvel élément appelé segment (orienté), puis:

[abc] = [bea] = [cab] = — [bac] = — [achb] = — [cba]

(ou encore abce, a.b.c) élément scalaire mesurant deux fois ’aire

orientée du triangle abe. Les segments dépendent eux aussi de
3 3 — 1 . J4 1 . r *
—(——é———) = 3 unités et forment un nouveau systeme linéaire, -

complémentaire de celui des points. Leurs produits extérieurs

redonnent le point et P'aire orientée. Les segments considérés

en tant qu’éléments seront représentés par des grandes lettres
A, B, etc.

En géométrie affine, on distingue le systéme des vecteurs, ou
points de la droite de l'infini J = [u¢]; avec un point a quel-
conque, cette droite détermine un invariant, la masse ,du
point « = [ad]; la masse d’un vecteur est nulle.

A un segment A = [ab] appartient un vecteur déterminé:

[A.J] = [al]b — [bI]a
de sorte que si les points @ et b sont de masse 1, ce vecteur

s’écrit:
h — a
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Nous représenterons encore par ab le vecteur d’un segment ab,
puisqu’il s’agit 1a d’un produit entre les points a et b et le bivec-
teur J. _

Remarquons que le vecteur d’un bivecteur AJ est nul. Les
produits algébriques de points définissent des formes de divers
degrés ou classes; il en est de méme des produits algébriques de
droites (ou segments) qui définissent des formes d’ordres divers.
Combinées entre elles par des produits convenables, ces formes
donnent des combinaisons scalaires. Nous considérerons entre
formes de méme classe les produits construits sur les modéles
sulvants:

polaire a2\)( b? = b*)( a® = [ab]?
A?)( B? = B2)(A? = [A . B2
puis:
a (b )¢ = ... = [abc]?

A?)(B?)(C* = ... = [ABC]?

et de méme pour les formes d’ordres supérieurs.
Ainsi, f® représentant une courbe de 3¢ classe, X une droite
variable, I’équation tangentielle de la courbe est:

)Xz =0

de sorte que si la droite X contient un point fixe m et un point
variable z, cette équation s’écrivant:

) m )t =0

@ )( m® représente la courbe de 3¢ ordre formée par les tangentes
menées de m a @,

De méme, entre des formes contrevariantes de degrés diffé-
rents f) et GIP, si n est supérieur & p, par exemple:

f(") 1 G

est une forme de classe n-p; si elle est identiquement nulle,
G est apolaire a f(m,
Des produits de forme:
f(”).rg(l’) = B[ab] " bP"

UG —= N [aB] o BPT
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définissent des formes mixtes dont ncus nous servirons le moins
possible. Cependant le produit:

Jacobien généralisé [a(”) ORI ...] ou PAC) A C) P CO

conserve la propriété simple d’exprimer, quand il est nul, que
les formes a(™, b etc., sont liées par une relation linéaire &
coefficients numérigues.

En géométrie métrique, nous ferons usage, au moins pour
’exposition, des vecteurs isotropes j, et j, précédemment utilisés,
et entre deux droites A et B nous définironsle produit intérieur:

A B = ABJ( j,j, (1)

(ou, si 'on préfére, le quotient de ’expression précédente par
2

w><). On peut du reste toujours, s’il s’agit de géométrie affine ou

métrique, supposer que les points qui définissent les droites sont

de masse unité — en tenant compte de la loi de conservation des

masses — et nous le ferons désormais. En conséquence, soient
m et n des points de A et B, a et b les vecteurs de ces segments.

A — ma B = nb

— — — >
AXB =ax) ou ma X nb — ma > nb

c’est-a-dire que le produit intérieur de deux segmenis est égal d
celut de leurs vecteurs.

Nous allons maintenant définir le produit intérieur de deux
points, soient m et n.

m < n=mn)( jjy = 5 ([mi,][njo] + [mjp]) [n,]) - (2)

Ce produit intérieur est donc une forme du second ordre,
d’équation:
mn ) jfo 2% =0,

Comme cette équation exprime aussi:

mn )( x? ) Jifs = mxnx )( JiJs = mx X nr — 0

la forme m X n est le cercle de diameétre m, n.
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Plus généralement, a une forme de 2¢ classe f® appartient
ainsi une forme intérieure:

(2
< = (9 )i 3

et qui est le cercle de Monge (orthoptique) de la courbe de seconde
classe représentée par @,

Une forme ma, ot a est un vecteur (et plus généralement une
conique tangente & la droite de l'infini) donnera naissance & la
forme intérieure:

mXx a

qui représente la droite menée en m perpendiculairement au
vecteur a (ou une droite de Monge).

Les cercles, droites, et le produit intérieur de deux vecteurs,
qui représente la droite de I'infini, forment un systéme linéaire &
quatre unités— dans lequel les droites forment un systéme a
trois unités. Ce systéme a été maintes fois étudié, soit au moyen
des coordonnées quadri-circulaires, soit par les méthodes de
Grassmann ', bien qu’on ait jusqu’ici rarement accepté la
définition du produit intérieur des points, a laquelle nous pensons
rendre ici sa place.

Si o, u, ¢ sont un point quelconque du plan et deux vecteurs
unitaires rectangulaires, ce produit obéit aux lois formelles:

o0 X u=—uxo 0o Xy = v X o0

2 2
Uy —my¢v>xXu—290 w = X

d’ou les quatre unités du systéme:

2 2
0, oxu, oxv.

Si m est un élément quelconque, point ou vecteur, toute

2
forme intérieure Zpm>< peut étre, d’une infinité de maniéres,
réduite a un produit de deux éléments. Soit en effet & résoudre:

2
Egunx = x Xy (%)

t (f. par exemple, E. MuLLER. Die Kugelgeometrie nach den Principien der Grass-
mann’schen Ausdehnungslehre-Monatshefte f. Math. u. Phys. 111, IV,
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On peut remplacer cette équation par 'équivalence:

Sum? = xy + lljj + )\2]: (9)

ou:
2 2
Yum? = xy (modules Ji o ]2>

La premiére polaire de la droite de I'infini:

Yum = Bpm? )(J = ay )(J = % (x 4+ )

détermine le centre & distance finie ou infinie; la combinaison
polaire Sum? )( J? aurait de méme exprimé la conservation des
masses, que nous avons supposée réalisée: Sy = 1.

On peut ensuite, soit résoudre l’équivalence, soit former
Péquation du 2¢ degré ayant les séries de racines z, y et qui est:

2 2
< — 2um X x + Ewnx =

d’ou:

2

2 2
;C- % = Xum + \/(Ey.m)x — Ep.mx — o+ ¢ \/u><

si o est le centre du cercle, p son rayon réel ou imaginaire.

On aurait une résolution analogue dans le cas d’une droite &
distance finie ou infinie. ‘

I’emploi de I’équivalence (b) a montré qu'une forme intérieure
est en réalité attachée & un réseau de formes de 2¢ classe.

Dans le systéme des cercles, on sait former de nouveau des
produits extérieur et intérieur. Nous définirons directement ce
dernier de la fagon suivante; 'expression:

©) ©)

2

“) =N =1

L@
i )8
. . . (2)
est une fonction linéaire de chacune des formes intérieures [
@

et ¢, et on peut montrer qu’elle coincide avec ce produit
intérieur (qu’on peut définir & un facteur constant pres). C’est
elle que nous choisirons comme produit intérieur de deux cercles
(ou droites) et représenterons par:

2 (2

X | X @
1 g 8

= ) N nie (6)
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On sait que cette expression est la puissance mutuelle de
deux circonférences; le calcul est du reste aisé:

P

2
OX -_— (LX

(920; + 9’20;)

12

2 2 i$) 2 2
o = (OX — ozux) (OX — p’zux) =&

)

2
:oo’x—p2——p

Si les cercles ont été pris sous les formes g >< b et o' > b':

w:%(%’xﬁu}-ﬂ/xﬁ’)

Quand les cercles sont orthogonaux, cette puissance est nulle.
Sous la forme: ab )( ¢d )( j,j, = o cela exprime que les couples
ab et cd sont conjugués harmoniques sur une hyperbole équila-
tére, d’ou le théoreme réciproque: les cercles décrits avec deux
tels couples aux extrémités d’un diameétre, sont orthogonaux.
En développant I’expression précédente sous la forme:

(a’—-a)x(b’-—())—}—(b’—a)><(a’——/)} = 0
ou:
2(a <X b+ a' X< V) = (a + a) < (b + b

on retrouve ’analogue de la relation harmonique; en outre:

a>xb 4+ a =< a + a b+ b
) T3 T

exprime que le cercle ayant pour points diamétraux les centres des
deux cercles orthogonaux appartient au faisceau linéaire de
ceux-ci (condition nécessaire et suffisante pour Iorthogonalité).
On voit le principe de ces calculs: le produit intérieur des cercles
se développe comme un produit polaire du domaine binaire,
mais les segments qui apparaissent ainsi, et ne sont plus scalaires,
sont soumis & une multiplication intérieure; dans le produit inté-
rieur obtenu, on peut remplacer les segments par leurs vecteurs;
si on exprime ceux-ci comme différences de points, on retrouve
de nouvelles identités & interpréter entre produits intérieurs de
points, c’est-a-dire entre cercles. )

Les relations métriques sur la droite ne sont que des cas par-
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ticuliers de ces relations entre cercles du plan, mais inversement
I'analogie entre les relations telles que:

a?) b= al? = (b —aP = b2 — 2ab 4 a®

sur la droite, et:

2 T2 _—2 2 2 2
| b = ab™ = (/)—(L)X — X —2a < b 4

dans le plan, fournit un principe de transfert utile, et développé
dans le sens ou Grassmann a exposé ’algébre du domaine binaire
comme celle du produit intérieur. Il est permis de penser que ce
caleul donne plus que celui des coordonnées, qui ne considere
les relations entre cercles qu’a partir d’un point, d’ailleurs
arbitraire, mais extérieur au systéme: ce que nous obtenons, par
exemple, & partir de la derniére relation, en formant ’expression:

" |
STR g s F + paX

On aura beau multiplier les points de vue p desquels on regarde
le systéme, il sera évidemment difficile d’avoir une idée aussi nette
de sa constitution que celle qui résulte de la composition de ses
éléments !

Toutes les relations métriques entre cercles, droites et points,
s’obtiennent et s’interpreétent immédiatement; citons seule-
ment la condition de contact de deux cercles exprimant que leur

faisceau est singulier:
| @ © e

(;"X _ g><>| 0

la condition pour que trois cercles passent par un point, ou
forment un réseau singulier:

() ® (2 2
(fx : g>< . ]l><>l =0

etc., qui toutes se développent sur le type des formes du do-
maine binaire.

Nous voulons revenir en particulier sur la condition exprimant
que quatre points sont sur un cercle:

2 9 2 2
<X A =0 (7)
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On sait que le développement du carré intéricur du premier
membre donne le théoréme de Ptolémée; nous allons donner
d’autres développements de cette condition, qui indique une
relation de la forme:

2 2 2 2
2@ + b 4 v £ 3dX = 0 (8)
ou

oca2—|—B/)2+702+8d2—l—7\1/f—}—7\2j::0 (9)
ce qui donne la condition sous forme projective:
az.l)z.c2.d2.jf.j::0. (10)

Paul Serret, dans sa « Géométrie de Direction », a étudié plu-
sieurs des formes qu’on peut donner & la relation précédente entre
six points sur une conique. Cest ainsi qu’elle se transforme

aisément en:

—2
ab

b cd® dp L dp =0 (11)
et exprime qu’une courbe de 2¢ classe est inscrite dans les trian-
gles abc et dj,j,: cette courbe est une parabole de foyer d, dont
la tangente au sommet est la droite de Simson de ce point par
rapport au triangle abe. Ou encore la relation (11) signifie que
ces deux triangles abc et dj, j, sont conjugués & une méme courbe
du 2¢ ordre, & savoir I’hyperbole équilatére de centre d passant
par les sommets du quadrangle orthocentrique ayant abec pour
triangle diagonal, et le cercle figure ici comme cercle des 9 points.
On peut aussi employer la forme remarquable:

(E?ﬂ ac db )(/f .j:) = 0 (12)
ou
abed)( 2 acdb )(f

= {
qu’on peut du reste modifier grace a I'identité:
abecd + acdb + adbe = 0 (13)

et sur laquelle nous aurons a revenir.
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Au point de vue métrique, si a, b, ¢, d sont des points, non des
vecteurs, les masses:

2
(ZX

2
lt><

2

>

2 2
u><, RS

)

a

s

2 2 ) 2
ux , cxl e
étant toutes égales & 'unité, la relation (9) donne, en prenant
la 1re forme polaire de la droite de ’infini J:

aa + Bb 4+ yc + 8d = 0

relation qui se déduit aussi de (8) en prenant:
aEXZLT—I—B[)—l_LXKx+YEZ><L‘—x+5%><%:O .

On en déduit aussitot:

[bed] _ — [eda] __ [dab] _ — |abe]

a ¢ T 0

ce qui satisfait aussi a: ,
«+B+y+08=0.

En outre (8) peut s’écrire:

2 2 2 2 2 2
a\ @™ — d><) + @(/,X — d><> + Y(c>< — d><> =0
2 2 2 2 2 2
<a>< — d><) : <b>< — d><) : (c>< — d><) =0

b+ d
2

ou:
a+ d

2

¢+ d
2

> (b — d) .

> (@ — d) . X (—d) =20

ce qui exprime que les droites menées perpendiculairement a
ad, bd, cd en leur milieu, concourent au centre du cercle, et
permet le calcul de ce centre.

Ces exemples élémentaires suffisent sans doute & montrer la
simplicité du calcul employé. Ajoutons qu’il se généralise pour
ainst dire sans changement en un calcul appliqué aux sphéres
de 'espace, et qu’en outre cercles et spheéres rentrent dans un
systéme plus étendu de cercles et sphéres orientés qui nécessite,
par exemple, dans le plan, qu’on substitue aux points les cycles
de Laguerre: j’espére montrer dans une autre occasion que ceux-ci
sont les éléments de produits intérieurs qui fournissent sans
peine des combinaisons intéressantes.
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CuAPITRE VII

Extension du produit cyclique aux points et segments.

Le produit cyclique de n segments A, B, ... L sera l'expres-
sion:
F(\”/) — A B I, — 1 F(n) n\ .n F(") n\ -n 1
=A_B_ .. _L=——— ( )(‘/2),/1-——( Wiyny - o
L/1s]

Cette forme vectorielle d’ordre n sera encore appelée orien-
tante de la forme segmentaire initiale F®);: la définition s’'étendra
au cas ou la forme F® sera une somme de produits de segments
d’ordre n, et nous voyons que l'orientante d’une forme segmen-
taire est celle de la forme vectorielle correspondante, obtenue en
remplacant chaque segment par son vecteur.

Si nous considérons maintenant une forme ponctuelle (),
nous appellerons forme cycligue correspondante, ou produit
cyclique, la forme mixte:

.~(‘") — 1 (1) .\ on (1) g\ .
= / 2 JJ1 T ‘ 1/)/2 : 2
/ [jljz]”(< )i — (P ) ), ) (2)

Une telle forme étant nulle dés qu’on substitue & ¢ une
forme contenant j,j, en facteur, il est facile de voir que les
formes cycliques d’ordre n dépendent linéairement de 27— 1
unités.

(est ainsi que les formes cycliques du 2¢ ordre forment un Sys-
téme linéaire & 5 unités, que nous étudierons un peu en détail.

Dans le systéme ainsi formé, on peut définir un nouveau pro-
duit intérieur, ce que nous ferons de la maniére suivante. L’ex-
pression:

T 1] ]n <(f(/l) I g(n) 1 j;).ff o </.(n) I g(n) )( /11>/;z> (3)
J1le

. s g 3 . . (n) ()
est une fonction linéaire des produits cycliques f~ comme g< ;
on peut la considérer comme un nouveau produit entre ces
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formes: le produit intérieur de deux formes cycliques* de méme ordre
est donc défini par:

(n n (n 7 (n) .(”)
O] 69 = Q)" = g2 (4)

le produit polaire au second membre ayant le sens de I’expres-
sion (3). Il est & remarquer qu’un tel produit n’est ici pas scalaire,
mais dépend de deux unités; ce produit intérieur sera aussi
appelé Porientante des formes f et g, ou ]‘@ et g(\n).

Si f@ et g@ sont des puissances cycliques de points, ce qui
n’est pas le cas générsl, on a donc:

n
a~

n —_— ] —= 1 n
b — ab~ = ab~ = (b — a,)v

ce qui montre P'existence d’un principe de transfert analogue a
celui que nous avons signalé pour le produit intérieur de cercles.

En ce qui concerne les formes cycliques d’ordre n, nous devons
signaler qu’une teile forme peut en général se ramener & un pro-
duit cyclique de n éléments, c¢’est-a-dire qu’on peut résoudre en
a. b, c,... [ 'équation:

'(\’—l):avl)vc...l

f
a laquelle on peut substituer I'équivalence:

f(n) = abe ... [ . (module j,j,)

o

Celle-ci peut & son tour étre remplacée par:

[0 ) = b . 1) 1

FO (= ab . L)

Or f)(ji et f)(ji représentent le systéme des tangentes
menées a la forme f) de classe n par les points eycliques j, et
7,; ces deux systéemes de tangentes ont en général pour inter-
sections un systéme de n® foyers, et ¢’est ’ensemble des n foyers
réels a, b ... ! que nous prendrons de préférence comme solutions.

On pourra encore dire que la forme mixte f& caractérise Pen-
semble des courbes de classe n homofocales & la forme f..

! Ce produit n’est du reste pas le seul produit absolu qu’on puisse former entre formes
cycliques. :

L’Enscignement mathém., 23¢ année; 1923.

Tt
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Sauf quand il contient le facteur du 2 ordre Ji < J, un produit
cyclique de points ne s’annulera encore qu’avec 'un de ses
facteurs. ' |

Entre deux fermes cycliques d’ordres différents, on peut aussi
employer le produit intérieur: quand nous aurons besoin de le
faire, nous nous raménerons facilement au cas de deux formes de
meéme ordre. | '

Nous allons maintenant montrer, au moyen de quelques appli-
cations, la simplicité des nouveaux produits définis pour I’expres-
sion des théorémes sur I’orientation de Laguerre et G. Humbert,
pour I’étude des propriétés focales des courbes et des coniques en
particulier, enfin pour la représentation des covariants des for-
mes binaires sur le plan complexe.

Note sur la représentation des imaginaires de Laguerre et
Darbouz. |

Nous avons défini les opérations de la géométrie métrique a
partir de celles de la géométrie projective au moyen des vecteurs
isotropes:

Ji = u + v Jo = u — tv

mais on peut rendre ces opérations indépendantes de Pintro-
duction de ces éléments imaginaires si ’on substitue au nombre
complexe . la rotation d’un angle droit représentée par I’opéra-
teur . C’est ce principe de représentation géométrique des
Imaginaires, comme ’on dit, qui a été en géométrie analytique
étendu par Laguerre et Darboux & la représentation des points
a coordonnées imaginaires: le calcul vectoriel est tout indiqué
pour cette adaptation.

Toute équation entre vecteurs ou figurent des coefficients
imaginaires sera transformée, par le remplacement de . par J,
en une équation d’autre signification, qui donnera une interpré-
tation de la relation précédente entre vecteurs imaginaires. En
outre, nous pourrons donner un sens a un symbole ponctuel:

A ]

a -+ Jbh
substitué a:
a -+ th

point imaginaire de la droite ab, si toute équation qui contient
de tels symboles peut étre transformée en une équation vecto- .
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rielle, c’est-a-dire si on impose la conservation des masses.
Ainsi:

m’ = a + Jb
n’aura de sens qu’en donnant & m' la masse (1 + o) et le repre-
sentant par le point m tel que:

(1 + Im = a + IJb

m—a = Jb—m) .

C’est dans ces conditions que deux points imaginaires conju-

gués, par exemple:
a -+ b a—th

m. —— m, —/—

! 1 4+ 27T 01—

de la droite ab, sont représentés par leurs anti-points réels:

a + Jb , a— Jb
— m’ =

14 J 1 —J -

Les points & coordonnées imaginaires appartenant & un do-
maine & 4 dimensions, et étant désormais représentés dans le
plan & deux dimensions, la position d’un point-image (représen-
tatif d’un point imaginaire), situé par exemple hors d’une droite,
ne suffit pas & indiquer si le point imaginaire correspondant
appartient & la drcite; au contraire, tout point du plan peut étre
'image d’un point imaginaire d’une droite, d’un cercle, d’une
courbe quelconque, quand on ne connait que sa position; sa
masse, par contre, c¢’est-a-dire un opérateur a deux dimensions
de la forme («W 4 [34), sera déterminée dés qu’on assujettira
le point & étre I'image d’un point imaginaire d’une courbe
définie; et aussi par suite 'anti-point conjugué.

Dans les relations cycliques, ot l'on utilise ’équation:

2

Ji~Jo = ui—+—vv=0
qui est aussi I’équation de définition de 'opérateur s (ou son .

oppPOose): ‘
pposé) 2 0
U~ — (vv - 0

ou bien ou I’on se sert d’équivalences suivant le module (u? -+ ¢?),
toute différence entre les points imaginaires et leurs anti-points
disparait.
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CuariTre VIII

Quelques applications des formes quadratiques intéreures eti
cycliques.

Comme nous I’avons déja signalé, les relations identiques entre
formes algébriques de second ordre ou de seconde classe — en
particulier — fourriront des identités analogues entre formes
intérieures ou formes cycliques. Soient ainsi 4 segments P, Q, R, S
du plan; ils sont liés par la relation identique:

(P.Q(R.S) + (P.R(S.Q + (P.S)(Q.R) =0 (1)

de forme:
aaa’ 4 GOV + yec! = 0 (2)

qui signifie seulement que les trois couples aa’, bd', cc’ sont des
formes de seconde classe dégénérées d’un méme faisceau tan-
gentiel. Ovp en déduit immédiatement, en prenant les poleires
successives de la droite de I'infini:

a + a’ b - b’ a4 o .
«+f+y=0 (4)
comime aussi:
aaxa + Bbx< b 4 yex<c =0 (5)
aa_a +Bb b +yeo =0 (6)

la premiére de ces équations rappelant plus généralement que
les cercles de Monge des coniques d’un faisceau tangentiel
forment un faisceau ponctuel, la seconde traduisant une relation
analogue entre les foyers des coniques du faisceau; relation
qui, exprimée a partir d’un point quelconque z par:

—_— —_ —_

—> — > -
axa  xa + fxb o xb 4 yac o xc’ = 0

signifie seulement que les bissectrices des couples de droites
joignant x aux foyers des coniques du faisceau appartiennent
a4 une méme involution.




GEOMETRIE METRIQUE DU PLAN 69

De méme la relation identique entre 4 points a, b, ¢, d:
(@.b)(c.d) 4+ (a.c)(d. b) + (a.d)(b.c) =0

donne aussitot:
— — —_— —_— —— —
ab >< cd + ac > db + ad < be = 0

—>

@h _od 4+ ac _db + ad - bc =0

relations bien connues.

Pour les formes de seconde classe, il est intéressant de noter
qu'inversement les relations linéaires entre produits intérieurs
et produits cycliques suffisent pour entrainer les relations algé-
briques.

Ceci revient a dire qu’'une courbe de seconde classe est déter-
minée uniquement par son cercle de Monge et le systéme de ses
foyers, a condition encore que de ces deux données résulte le

méme centre et la méme masse.
)
Si en effet /< et ]“’ sont connus, la forme f® elle-héme est

connue a un multiple prés de j,j, dans le premier cas, de 11 et
]2 dans le second: elle est donc bien déterminée.

En conséquence, il sera naturel d’étudier le systéme linéaire
a b unités formé par les produits cycliques du 2¢ ordre. Dans ce
systéme, les produits d’un point par un vecteur (foyers de para-
boles) forment un important systéme a 4 unités. Soient o, u, ¢
un point quelconque du plan et deux vecteurs unitaires rectan-
gulaires; les relations:

0O U U0 0o Vv =V o

Bowo ? == ¥ s It w4 =0

permettent de garder pour unités, par exemple:

2 2
o~ , o u, 0oV, u- .

Comme précédemment pour le produit intérieur, une forme
Sums & masse différente de zéro et qu'on peut supposer ra-

by

menée a 'unité, pourra, si elle a un centre o a distance finie:

o= 1 Zum = 0
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étre mise sous la forme du produit cyclique de deux foyers f, 7,
racines de:

fi-—Qo\_,f—{— Ep.mi = 0

;:,g—'o—FI/OV——Zumv—-o—i-y — 0o+ vu

done:

Ep.mff =3 Fow 7 = 0> — qui .
Toutes les courbes de seconde classe de foyers f, f ont pour
forme générale:
If' I B2, j, = o — a?u? I 202
avec:
a‘l — _-t (12 + Y2

Pliicker a montré comment obtenir les foyers d’une courbe
donnée par son équation tangentielle; sous des formes voisines,
Siebeck, Mobius, ont étudié les foyers des coniques d’un faisceau
tangentiel; Beltrami, Cesaro, Transon, Laguerre, etc. ont fait des
études analogues.

Rappelons-en ’essentiel ; dans un falsceau a_a, b_Ub figure
généralement une forme parabohque P

aca —b_ b =p_u. (1)

En faisant le produit intérieur par pZ:

— = —_— —> —_— —>
. pa —pa’ = pb_ pbl = pc _ pc (2)
S1:
aaa +fbb = (a+Becod . (3)
On a aussi:
)f“ __)”b
pb  pd

donc p se construit comme centre de similitude de ab et b'a’
Comme on a en outre:

a—{—az_}_fa +b _ (Ot—l—@)c_zc
ou:
aP“—i"P“ +3Pb+l’b’ +ppc+PC’

2 2
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un couple quelconque ¢ _ c' du faisceau se construit facilement &
partir de p, les vecteurs pc et pc étant donnés par leur demi-
somme et leur moyenne cyclique.

Nous avons jusqu’a présent laissé de coté le cas des formes
cycliques paraboliques, c’est-a-dire qu’on peut mettre sous la
forme p _ u, produit d’un point par un vecteur. Comment se
composent ces formes?

Soient . a et ¢ _ b deux telles formes (a, b points, u, ¢ vecteurs
quelconques ici); toute forme en dépendant linéairement sera:

weotc—ou_a-+pvob (%)

ce qui entraine (en prenant la polaire de la droite de I'infini):
w=—au + Bv (5)

¢’est-a-dire la conservation, ou la composition des vecteurs. Or,
dans (4), divisons les vecteurs des 2 membres par un vecteur
quelconque r; les points a, b, ¢ sont alors précédés d’opérateurs

U 1% W o . .
complexes IR i et nous retrouvons ’addition des points-

images de points imaginaires, que nous avons indiquée. Nous
pourrons encore dire que dans une expression u _ a, le point a
a une masse vectorielle, et nous parlerons alors d’une addition
cyclique des points; les points ¢ résultant de la formule (4) sont
en effet situés sur une circonférence, comme foyers de para-
boles d’un faisceau tangentiel.

En particulier, 'identité:

(c—b ca+t+(@a—c)cbt+b—a)c=0

ou.

—_— —> R
bc a4+ cab+t+ab_c=0 (6)

généralisation de celle de la droite:

[be]a 4 [ca]b + [able = O

situe les trois points a, b, ¢ sur une méme circonférence, la masse
vectorielle attachée & chacun d’eux étant proportlonnelle au
vecteur JOlgnant les deux autres points ™.

1 Une telle addition a été employée pour la représentation des vis de Ball d’un faisceau
et du cylindroide qui le porte.
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Au systéme & cing unités des formes quadratiques cycliques est
adjoint le systéme complémentaire des expressions du type:

2 2 2 2
a~ . b= .~ ., d-

qui trouvent une représentation dans les hyperboles équilateres:

«?

bt dr
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